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Capitulo 1
INTRODUCCION

Una de las teorfas que nacié a mediado del siglo XX fue la teoria de solitones, aquella
teoria que une con claridad la matematica y la dinamica no lineal, dicha teoria juega un
papel importante ya que aparece en los diferentes areas de la fisica, por ejemplo en la
fisica de la materia condensada, la fisica nuclear, la cosmologia, la fisica de particulas e
incluso en la vanguardista teoria de las cuerdas.

Comunmente hablamos de dos tipos de ondas. Las primeras, las ondas lineales aque-
llas que se aproximan a las ondas de la vida diaria, como por ejemplo, las ondas de luz y
las ondas de sonido. Estas ondas tienen velocidad constante, sea cual sea su forma. Las
ondas lineales también obedecen al llamado principio de superposicion.

La contraparte a las ondas lineales son las ondas no lineales, estas ondas son mas aproxi-
madas a las reales. Una ola en el mar aproximandose hacia la orilla es un buen ejemplo
de onda no lineal. Observamos que ahora la amplitud, la longitud de onda y la velocidad,
van variando segin avanza la ola, mientras que en las ondas lineales estas son constantes.
La distancia entre las crestas va decreciendo, la altura de las ondas va creciendo mientras
van percibiendo el fondo, y la velocidad cambia; la parte superior de la ola se adelanta
sobre la inferior, cae sobre ella y la ola rompe [3§]. Hay fenémenos aun mas intricados
como el de dos olas que se cruzan, interactian de forma complicada y no lineal, y dan
lugar a tres olas en lugar de dos. La teoria de solitones naci6 en 1834 debido a la observa-
cién perspicaz del ingeniero naval escoces John Scott Russell, el cual estaba observando
el paso de un bote a lo largo de un canal y noto un tipo muy extrano de ola que viajaba a
lo largo del canal sin cambiar su forma, fascinado por lo que habia observado [30], Rusell
construyo un tanque de olas de 30 pies en su patio trasero y llevo a cabo experimentos,
los solitones presentan las siguientes propiedades [6]

i. La amplitud de la onda es directamente proporcional a la velocidad.

ii. Estas ondas no obedecen el principio de superposiciéon. Cuando una onda mas alta
(més répida) supera una onda més corta (mdas lenta), no se combina y se suman.
En cambio, parecen intercambiar lugares con la ola mas rapida que parece saltar
por la mas lenta.

iii. Estas ondas no presentan dispersion es decir son ondas estables que pueden viajar
distancias muy grandes sin cambiar su forma, su amplitud y su energia.

Los solitones se componen de dos partes fundamentales: la envoltura y las ondas porta-
doras, como se muestra en la siguiente imagen.



Figura 1.1: Partes de una onda solitaria, las ondas azules son las denominadas ondas
portadoras y la onda roja es la onda envolvente.

Las ondas portadoras del soliton se comportan de una manera muy concreta. En un
paquete de ondas, dependiendo de como se comporten las ondas portadoras, es decir, de
si contintdan propagandose en forma de paquete sin distorsionarse o de si unas se aceleran
frente a las otras. Bien se distorsionan al principio o al final del paquete, aparecen dos
efectos que rompen su simetria. El primero es la dispersion, debida a que cada frecuencia
de onda se propaga a diferentes velocidades (por eso una onda de las ondas portadoras
se adelantan a las otras); y el segundo es el llamado efecto Kerr, que produce un efecto
similar, debido a las no-linealidades del medio en que se propague la onda: un cable, el
agua, etc. En aquellos casos en que estos dos efectos se compensen y el paquete de ondas
se mantenga intacto, surgiran los solitones.

Después de 60 afnios los cientificos alemanes Korteweg y De Vries publicaron en 1985
[4] su trabajo sobre la modelacién de una onda que viaja a la superficie de un canal
encontrando que dichas ondas satisfacen la ecuacion diferencial:

ou  u ou
EJr@—aua—x—O (1.1)

la anterior ecuacion es conocida también como la famosa ecuacién KAV en forma general,
donde el segundo termino es el término de dispersion y el tercero es el no lineal, dicha
ecuacién presenta una solucién explicita tipo solitén el cual es la siguiente: [3§]
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u(z,t) = —EagsechQ[a(:ﬁ — 4a*t — x0)] (1.2)

la solucién anterior ([1.2) representa a una onda solitaria, donde a el cual representa la
amplitud nos da informacién acerca de la forma que la onda tiene.

En 1965, Zabusky y Kruskal resolvieron la ecuacion KdV numéricamente. Ademas, pro-
baron matematicamente que si dos ondas solitarias colisionan, cada una de ellas pasa a
través de la otra sin deformarse y con un solo pequeno cambio de fase. En otras palabras,
después de chocar continian su camino como si nada hubiera ocurrido. Un analisis de-
tallado confirmé que cada pulso es una onda solitaria de tipo sech? como en la ecuacién
y las ondas solitarias se comportan como particulas estables. Debido a esto Zabusky
y Kruskal las llamarén solitones, donde el sufijo “on“ proviene de la palabra griega para
“particula”; solitén significa, pues, una onda solitaria que se comporta como particula [40].

Los matematicos, en sus investigaciones, descubrieron que estos solitones no eran ex-
clusivos de la ecuacion KdV, sino que ademés existe toda una variedad de ecuaciones
diferenciales parciales que poseen soluciones con las mismas o similares caracteristicas de



ellos.

Por ejemplo en algunas Teorias de Campos, en especifico en aquellas que sufren una
ruptura espontanea de su simetria, en las cuales existen soluciones bajo la forma de pa-
quetes de energia que no se disipan bajo pequenas perturbaciones que no es otra cosa que
una solucion solitén. La utilidad de estas soluciones a nivel cudntico es la de describir
particulas en la Fisica de Particulas.

Fue por ello que en 1973 Nielsen - Olensen [22] en un trabajo sin antecedentes, ana-
lizarén soluciones clasicas del tipo de una cuerda con las propiedades de un vortice con
un flujo magnético cuantificado, la cual tienen como origen las propiedades topoldgicas
del espacio de las soluciones de teorias con una rotura espontanea de su simetria. Dichas
soluciones provienen de la analogia entre el modelo fenomenolégico de Ginzburg - Landau
para explicar la superconductividad de tipo II y el modelo Abeliano de Higgs.

Los voértices de Nielsen y Olensen son las soluciones estaticas y con simetria axial de
las ecuaciones de movimiento de una Teoria Abeliana de Higgs. Una investigacion poste-
rior a este realizadas por 't Hooft [37] y Polyakov [25] de una Teorfa no Abeliana basado
en el modelo de Georgi - Glashow [I1], descubrierén soluciones estéticas y localizadas de
energia finita y con simetria esférica. Dichas soluciones al igual que los vortices de Nielsen
- Olensen tienen un flujo magnético cuantificado por propiedades topoldgicas, presenta-
ban propiedades andlogas a las de los monopolos de Dirac [§] cuando se encuentran a
grandes distancias.

A mediados de la década de los 70 se tuvo una gran expectativa en la idea de utili-
zar los vortices y monopolos como un modelo para describir las interacciones nucleares
fuertes. Sin embargo, existié una dificultad para unir modelos clasicos asociados con aco-
plamientos débiles a la teoria de interacciones fuertes [27].

Pero gracias a la propuesta de Polyakov [24] el cual utiliza una Teoria de Gauge puro
(Campo de Yang-Mills), sin campos de Higgs, en las cuales pueden encontrarse solucio-
nes trabajando en el espacio euclidiano con topologia no trivial y accién finita la cual
se denominan instantones. Estas soluciones podrian ser responsables de las propiedades
que existe en un modelo o teoria de interacciones fuertes; en particular, en teorias que
abarquen el tema de confinamiento de quarks. Basado en esta propuesta se comprendio
que tanto los vértices y monopolos podian ser tomadas como soluciones del tipo instantén
en un espacio de dos y tres dimensiones respectivamente.

Se ha desarrollado una breve resena sobre el origen, caracteristicas y aplicaciones de
las soluciones tipo solitéon, la cual se espera que haya mostrado el interés y la importan-
cia de la teoria de solitones tanto en los diversos campos de la Fisica y la Matematica.
No solo como modelos que expliquen la dindamica de las particulas y la interaccién entre
ellas. Si no también como una herramienta para construir nuevas teorias como la Teoria
Topolégica Cuantica de Campos (TTCC) [1], en este campo de las Teorias Topologicas
en los ultimos anos ha habido avances y descubrimientos de gran interés; uno de los mas
destacados quizas sea el descubrimiento de las transiciones de fase topoldgicas y estados
topoldgicos de la materia basados en materiales de dos dimensiones realizado por Thou-
less, Haldane y Kosterlitz (Premio Nobel de Fisica de 2016) [10], donde dicho estudio



abre un nuevo campo en el estudio de la materia la cual puede asumir estados extranos
y fases poco habituales, como los superconductores, superfluidos o finas capas magnéticas.

Esta tesis tiene como objetivo hallar la interaccion de dos vértices en la direccion del
eje que une sus centros (eje Z), los cuales son las soluciones asintéticas del Modelo de
Nielsen - Olensen. Dichos vértices forman un estado ligado de gran dimensién mucho
mayor a las dimensiones de cada vértice y la fuerza de interaccion sera hallada con ayuda
del Tensor Energia - Momento, cabe aclarar que si bien ya hubo estudios de la interac-
cién como modelos de interacciones fuertes en esta tesis se quiere hacer una comporacion
de la interaccion de dos vortices con la interaccion de dos dipolos magnéticos a grandes
distancias de acuerdo a los resultados que se obtuvo aplicando el Mecanismo de Higgs
al Modelo de Nielsen - Olensen. Ya que de acuerdo con el ansatz de Nielsen - Olensen
alrededor de la ubicacién de solitén existe una corriente .J que circula alrededor de ella
similar a una espira con corriente en la Teoria Electromagnética. Antes del desarrollo
del objetivo de la tesis, se hallara las interacciones entre solitones que forman un esta-
do ligado de gran dimensién en modelos no lineales que aceptan una solucién tipo solitén.

Esta tesis se ha dividido en 7 capitulos. El capitulo 2 es un resumen de la teoria ne-
cesaria para el desarrollo de la tesis, como la Teoria Clasica Lagrangiana del Campo, El
Teorema de Noether y El Tensor de Energia - Momento. El capitulo 3 es referente a los
vortices; en la cual describiremos el Modelo de Nielsen - Olensen, asi como su ruptura
espontanea de su simetria, la estabilidad de las soluciones a través del Teorema de De-
rrick y el desarrollo del Mecanismo de Higgs en dicho modelo para encontrar las masas
de los Campos de Higgs y del Campo Gauge. El capitulo 4 es referente a la interaccién
de dos solitones escalares [31] que forman un estado ligado de gran dimensién, las cuales
son las soluciones asintéticas de un modelo basado en la Ecuacion de Klein - Gordon
No Lineal (NLKGE), este capitulo se dividird en dos casos: interaccién para solitones
escalares simétricos y asimétricos.

En el capitulo 5 seguird el mismo proposito del capitulo 4 pero en este capitulo se con-
siderara que los solitones presentan espin, dichos solitones son las soluciones asintéticas
de la Ecuacion de Dirac No Lineal (NLDE) mas especifico en el Modelo de Soler [31],
en este capitulo las direcciones de los espines de los solitones determinaran la intensidad
de la fuerza de la interaccion. En el capitulo 6 se tratara el objetivo de esta tesis que es
el hallar la interaccion entre dos vortices que son soluciones asintéticas del Modelo Niel-
sen - Olensen y encontrar una cierta analogia con la interacciéon de dos dipolos magnéticos.

En el capitulo 7 se escribira las conclusiones correspondientes de la tesis y después de la
bibliografia se presenta un Apéndice el cual detalla los cdlculos respectivos realizados en
el desarrollo de la tesis.



Capitulo 2
MARCO TEORICO

2.1. TEORIA LAGRANGIANA DEL CAMPO

La Mecanica Lagrangiana fue introducida por el matematico franco-italiano Joseph
Louis Lagrange en 1788 el cual combina la ley de conservacién del momento lineal con
la ley de conservacion de la energia lo cual es fundamentalmente otra forma de ver la
Mecanica Newtoniana, la valia de la Mecanica Lagrangiana con respecto a la Mecanica
Clasica o Mecanica Newtoniana es que la Mecédnica de Newton funciona bien cuando se
trabaja en un sistema de coordenadas cartesianas, pero el problema surge cuando tra-
tamos de escribir las leyes de Newton que estan en forma cartesiana en otros sistemas
coordenados. Por lo tanto esta mecanica se reformulé a la Mecanica Lagrangiana, el cual
es independiente de los sistemas de coordenadas.

Para determinar la posiciéon de un sistema de N masa puntuales en el espacio sera nece-
sario conocer N vectores de posicion , es decir, 3N coordenadas, el nimero de magnitudes
independientes que determinan de manera tnica la posicion de un sistema se llama el
numero de grados de libertad del sistema. Para el sistema libre es igual a 3N, la eleccion
de estas magnitudes en la mecanica de Lagrange no son necesariamente las coordena-
das cartesianas del punto y de las condiciones del problema, depende generalmente de la
eleccion de otro sistema de coordenadas que nos sea mas conveniente. Por ejemplo sea s
magnitudes cualesquiera qi, qs, . . ., qs que definen de manera completa la posicién de un
sistema de s grados de libertad se llaman sus coordenadas generalizadas y las derivadas
de ¢; sus velocidades generalizadas (§; = dgq/dt).

Todo sistema mecénico esta caracterizado por una funcién definida [18]:

L(QlaQQ»-~'7957417427~--748at) (21)

donde el movimiento del sistema satisface la siguiente condicién: supongamos que en
los instantes ¢ = t; y t = t5 el sistema ocupa posiciones dadas, caracterizadas por los
dos conjuntos de valores de las coordenadas ¢V y ¢(?; el sistema se mueve entre estas
posiciones, de manera que la siguiente integral

s= [ (22)

t1

tome el menor valor posible. La funcion L se llama Lagrangiana del sistema y la integral
(2.2) se le denomina Accion. La funcién de Lagrange no contiene mas que ¢ y ¢ y no las
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derivadas superiores, esto es debido al hecho de que el estado mecanico de un sistema
estd completamente definido por sus coordenadas y sus velocidades.

Ahora extenderemos la formulacién de la Mecanica Lagrangiana hacia sistemas que pre-
sentan infinitos grados de libertad como es el caso de los campos y con ayuda del principio
variacional hallaremos la ecuacién de Fuler-Lagrange andlogo para sistemas con un niime-
ro finito de grados de libertad tal como se muestra en los libros de mecanica tedrica.

2.1.1. Cadena Lineal

Para poder ver el paso de la mecénica de un sistema de puntos materiales a la mecénica
de masa distribuido (por ejemplo un campo), imaginaremos una cadena lineal cerrada que
consta de N puntos con masa m cada uno, los cuales estan unidos uno con otro mediante
resortes que poseen un coeficiente de rigidez k. Se supondra que cuando el sistema esta en
equilibrio la cadena es igual a un anillo de radio R y las distancias entre las masas vecinas
es igual a [. Si se el sistema es perturbado y se saca del equilibrio las masas presentaran
movimientos unidimensionales alrededor de la circunferencia del anillo, designaremos por
us el desplazamiento del s- ésimo punto, por lo tanto, la energia total del sistema sera

[32]
=3 %uQ (2.3)

y la energia potencial del sistema

N k .
V= Z 5 (Us1 — Us)”, (2.4)
s=1

teniendo en cuenta la condicién de periodicidad uy,; = w1, entonces la funcién de La-
grange del sistema serd

L=T-V = Z—uQ

recordando la definicién ([2.2)), ahora utilizando el principio variacional se obtiene la con-
dicién de estacionariedad del sistema [35]

(us-l—l U )2 (25)

M:

t2
0S8 = 5/ Ldt (2.6)
t1
teniendo en cuenta que dug(t1) = dus(ts) =0, s =1,2,..., N y representan las ecuaciones
de Euler-Lagrange
oL d oL
—_— — p— 2-7
Ous,  dt Oug (2.7)

la solucién de la ecuacion ([2.7)) son las funciones u; = u4(t) determinan el llamado camino
recto [32] en el que el sistema adquiere un valor estacionario y efectiia un movimiento real.

Desarrollando la ecuacion (2.7) de acuerdo con nuestra funcién Lagrangiana (2.5) ob-
tendremos la siguiente ecuacion de movimiento escrita en forma explicita.

s = k[(uss1 — us) — (us — us_1)], s=1,2,...,N (2.8)
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Para pasar a la distribucion continua de la masa respecto a la cadena, por lo tanto
analizaremos cuando [ — 0 y m — 0 teniendo en cuenta que la densidad lineal p = m/a
y el médulo de Young ¢ = kl permanecen finitos. Considerando que el tamafnio de la
cadena no varia en este caso, la cantidad de puntos N y los grados de libertad del sistema
tienden al infinito. En el limite la posiciéon del punto s en el anillo se sustituird por una
magnitud continua z, o sea [32]

s—=z, l—do (2.9)

por consiguiente, la funcién de desplazamiento u,(t) se convertird en una funcién de dos
variables continuas x y t la cual satisface la condicién de periodicidad, es decir,

us(t) = u(z,t), wulx+27R,t) =u(z,t) (2.10)

por lo tanto, en el limite se tendra

Ug — Ug—1] — l% (2.11)

ox
0%u

s - UWg) — s = Wg— l2_
(Usp1 — us) — (us — Us—1) — 52

Reemplazando las ecuaciones en la ecuacién ([2.8)) conseguiremos la siguiente ecua-
cién diferencial
Pu  0%u
Porr ~ “oa?
La ecuacién diferencial describe a las ondas longitudinales elasticas que se propa-
gan por el anillo con una velocidad (g/p)*/2.

— 0. (2.12)

Reescribimos el Lagrangiano (2.5) de tal manera que se escriba de la siguiente mane-

ra
. _ 2
L= Z( z—u2—l %zk) (2.13)

En el limite cuando N — oo la suma discreta de sustituye por la integral

zs: = %/d:p, (2.14)

por lo tanto (2.13)) se reescribird como

L= /dg; [1 (ZZL)Q _ L (gg)zl :/da;g, (2.15)

donde .Z es llamada la Densidad Lagrangiana, por lo tanto la accion ([2.2)) se transformara

en una integral doble
= /dt/dm.ﬁf. (2.16)

Si escribimos la ecuacion diferencial de Euler para £, considerando x y ¢ como variables
independientes se consigue la siguiente ecuacién

0L 00 90%
ou 9% Ov 9l

= 0. (2.17)



2.1.2. Problema Variacional General

Sea un sistema que contiene varios campos
oo (z) = (t,z,y,2) = (2% 2" 2%2%) r=1,...,N (2.18)

Esta teorfa se definird mediante una funcién Z(¢,(x), ¢, ) donde

Gro = gf; a=0,1,2,3
tal que
L(t) = / 2L (60(2), br) (2.19)

donde la funcién .Z se definirda como la ”Densidad Lagrangiana”, entonces como la acciéon
es:

S = / dtL (2.20)

En funcién de la densidad lagrangiana la accion se expresara de la siguiente manera.

S[¢,] = /Q d'r.L(pr(2), Pra) (2.21)

donde d*z = dz°d®z v ) una regién arbitraria de M*.

Entonces para una regién ) arbitraria y fija. La accién S[¢,] tendra un valor estacio-
nario es decir:

4S[Q] =0, (2.22)
entonces como:
S = / d'v.Z (br, r.a) (2.23)
aplicando la variacién
0L 0L
(5SQ:/d4x< 6y + ——06 m) 2.24
( ) Q a(br ¢ a¢r,a ¢ ’ ( )
donde ¢, o, = %, entonces :
’ ore
0L 0L 0d¢
0) = 4 " 2.2
3S(92) /Qd$<8<br6¢r+8¢r,a&ca>’ (2.25)

por lo tanto, escribiendo la accién S de la siguiente manera:

0L 0 0¥ o 0.%
Q)= [ d - p— . 2.2
*3E) /Qd ) [&m da° (W))} O%r +/Qd gors (a@,a‘m) (2.26)
Analizando el término / d%i (%
Q a(br,oz

Ox“
/dw:/ w, (2.27)
Q Q)
8

5@) y utilizando el teorema de Stokes:



donde I'(2) es la frontera de 2 en 3-dimensiones, entonces:

o (0%
/d4x% (Wwa@) = /d?’x (a@aé@) (2.28)
/ P (%ma@) _ (2.29)

debido a que d¢, = 0 en I'(Q2) (en el infinito se considera que ¢ — 0), por lo tanto, se

tiene que la accién es:
0L 0 0%
4
o= [ a [P0 (22, o

pero por el principio de minima accién (6S = 0), se encuentra la Fcuacion de Euler -
Lagrange para sistemas que presentan un nimero infinito de grados de libertad (es decir
campos) el cual se define de la siguiente manera.

0% 0 0¥
96, ~ Oa (a@,a) =0 (2:81)

pero:

2.2. TEOREMA DE NOETHER

El teorema de Noether quizas sea uno de los més grandes teoremas de la fisica en el
siglo XX. Este resultado que fue probado en 1915 por la matematica de descendencia
alemana Emmy Noether que permite a los fisicos obtener cantidades conservadas de las
simetrias de las leyes de la naturaleza [28].

Para el desarrollo del teorema utilizaremos el principio que fue enunciado por Albert
FEinstein en 1907 en su famosa teoria general de la relatividad el cual concluyo que su
principio de equivalencia implica que las ecuaciones fisicas se deben expresar de la misma
forma para cualquier sistema de referencia equivalentes, al cual fue llamado el principio
de covariancia o invarianza de forma [20].

Para demostrar dicho teorema vamos a considerar conjunto de transformaciones de punto
y de campo

Ty T, = X, 401, (2.32)
u(z) = u'(r) = u(z)+ du(z) (2.33)
wz) = u'(2) = u(x)+ du(z) (2.34)

en donde el subindice o es la variacién del campo en un punto particular, por lo tanto,
al realizar estas transformaciones la variacién de la Densidad Lagrangiana sera:

ZL(u(x),u,(z)) — LW ("), u’u(m')) (2.35)

Si suponemos la covarianza de la Densidad lagrangiana, es decir que la misma forma
funcional para las cantidades transformadas serd la misma para las cantidades originales,
por lo tanto:

L', u’#) =2, ufu), (2.36)



recordando la definicién de la accion, la invariancia de la funcional S significa la igualdad

[32]

S =S. (2.37)
Combinando las dos ultimas ecuaciones se tiene:
/Q/ d'z' L (' u,) — /Q d'v. (u,u,) =0 (2.38)
pero como x es muda
/Q/ d'zZ (v ') — /52d4x$(u,u7u) =0 (2.39)
realizando simbélicamente Q' = Q + dz, se puede poner como
/Qd‘lx (LW ,) — L (u,u,)] + /535 d'zZ (' ') =0 (2.40)

que en primer orden se convierte en
/Q o (LW ,) — L, )] + DrL () = 0
/Qd4x {2W ,) - L(u,uy)+ 0, [L(u,u,)iz’]} = 0, (2.41)

por la ecuacién de transformacion ([2.33]) y recordando que para Lagrangianos dependien-
tes hasta primera derivada de los campos se tiene:

0L 0L
5. =35 =9 2.42
L= ——bu+ B Ot (2.42)
por lo tanto
0% 0%
Py — . 2.4
L) = L (1) = o + 8u,u(§0u”“ (2.43)

y como se dijo anteriormente que el subindice o representa un cambio en un punto fijo
puede conmutar con la derivacion espacial, por lo tanto, podemos reescribir la anterior
ecuacién como

0L 0L

LW ,) - ZL(u,u,) = %5011 + 37#6”6()“ (2.44)
utilizando la ecuacién de Euler-Lagrange para campos (2.31)) la anterior ecuacién se es-
cribe como

0L 0L 0L
LW ,) - ZL(u,uy,) =0, (%) Solt + Maudou =0, (%50u> : (2.45)
reemplazando la ecuacién (2.45) en la ecuacién (2.41)) (por el principio de invariancia)
tenemos:

0L
/ d'r o, (—6ou + 5x“.$) =0 (2.46)
0 au,u
en la anterior ecuacién podemos ver una ecuacién de corriente conservada la cual defini-
remos como: 0.9
= dou + 62" L. (2.47)
e
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Por lo tanto, el Teorema de Noether (como se coloca en los libros de teoria de campos)
se escribe en primer orden como:

58S = / d'r9,j" =0, (2.48)
Q

si hacemos el uso del Teorema de Stokes [36] la ecuacién (2.48) se escribira en forma de
la integral de superficie respecto a la frontera del volumen:

5S = / do,j" = 0. (2.49)
r'(Q)

Donde do, es la proyeccién de la hipersuperficie I'(2) que abarca el 4-volumen, sobre la
3-superficie perpendicular al eje x*.

O colocando en su forma diferencial, la llamada ley de conservacion
oyt = 0. (2.50)

Por lo tanto, enunciemos el Teorema de Noether: A toda transformacién continua de las
coordenadas y/o los campos que deje invariante la accién en un volumen cuatridimensio-
nal le corresponde una corriente conservada j, en la evoluciéon que cumple 9,5* = 0.

2.3. TENSOR ENERGIA - MOMENTO

Para poder hallar la expresién de este tensor nos apoyaremos en la ecuacién (|2.31))
considerando solo un campo wu para facilitar célculos, por lo tanto, se tendra:

0 0 0%
Ozt Ou,  Ou

— 0. (2.51)

Desarrollemos aparte la siguiente expresion

0% 0L ou 0L Ou,

dri  Ou Oxk * ou,, Ozt (2.52)
Reemplazando (2.51)) en (2.52)) y observando que u,,, = u,, se encuentra
% 0 % 8.,% ou,,
orr Oxv \Ou, (9u Oz
0L 0 0L
— = — — . 2.53
Ox+ Oxv (u’“(‘?u,y) (2.53)
A A
Si escribimos el término izquierdo de la ecuacién como g— = 5”2 , por lo tanto,
se tendra: 5 /8%
-0, 7| = 2.54
oz (8u ) 0 (2:54)
introduciendo la notacién 802”
T = — 0, 2.
" 8u,, Z, (2.55)
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la expresion ([2.55)) es denominada Tensor Candnico Energia - Momento, como obser-
vacion senalamos que el indice superior estd escrito un poco mas a la izquierda que el
inferior para dejar sitio para el indice subido al pasar de un tensor mixto a un tensor
contravariante (como los indices son mudos hacemos el cambio p por vy v por p) [19].

T = —u” — g™ &L. (2.56)
ou,,

Como se menciond antes hasta el momento se trabajé con un solo campo para hallar la
expresion del Tensor Energia - Momento, en el caso que existiera mas de un campo la
expresion de dicho tensor sera la siguiente

X2

T = 5 Au - g, (2.57)

donde A pertenece al conjunto de valores de indice.

De ([2.54) podemos desprender la ecuacién de la continuidad

oTw
OxH

=0. (2.58)
La ley integral de conservacién tiene el aspecto
/ T d*x = P, (2.59)

donde la integracion se lleva a cabo por todo el volumen ocupado por el campo, las magni-
tudes P¥ son las componentes del cuadrimomento del campo, por lo tanto, si escribimos:

0ZL LA

TOO
oul o

— L=, (2.60)

donde el término 7% del Tensor Energia - Momento coincide con la densidad de Hamilton
del campo, por lo tanto, la integral

P’=F = /d%ff = /d% A (2.61)

determina la energia total del campo, ademds los términos T° determina el momento
total del campo

Pk = /d%TO’f = /d3 gf Ak (k=1,2,3). (2.62)
,0

Hagamos una pequena observacion, si escribimos la corriente de Noether jA de tal manera
que este expresada de la siguiente forma:

Ji =i+ OuXius (2.63)

donde XW es un tensor antisimétrico el cual depende de los campos. Utlhzando las pro-
piedades de los tensores tenemos que 0 8VXW = 0, por ello la corriente jM también es
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una corriente conservada. Siguiendo el mismo razonamiento nosotros podemos escribir el
tensor T* sin cambiar la corriente conservada de la forma:

TH = TF 4 9\Q", (2.64)
donde Q" es un tensor antisimétrico con respecto a los indice p y .

Los componentes T% tienen que ver con las fuerzas que ejercen los elementos infinite-
simales del campo sobre otros elementos alrededor. Por ejemplo los elementos diagonales
T% representan las componentes F* de la fuerza sobre la superficie z°, es decir, la fuerza
F' en la direccién z* [17].

Por lo tanto, teniendo en cuenta la teoria general de relatividad podemos hallar la cua-
drifuerza a partir del cuadrimomento mediante la siguiente relacion

_dpe

M R
= (2.65)

donde dr es el tiempo propio: dr = (1 — v?)~"/2dt (teniendo en cuenta que estamos
trabajando en unidades naturales ¢ = 1), entonces a partir de (2.62) la cuadrifuerza
estara expresada como:

Fh=(1- v2)_1/2/80T0“ d*x. (2.66)
Por la ley de conservacion del momento lineal:
0T + 0, T = 0, (2.67)

usando la relacién (2.67)) y reemplazando en la ecuacion (2.66)), podremos escribir la fuerza
como

Fl=—(1- 02)1/2/59ka" dx, (2.68)
utilizando el Teorema de Stokes [30] se tiene:

Fl=—(1—0H)2 f T ds,, (2.69)
S

la ecuacion ([2.69) nos ayudara mas adelante para hallar la interacciéon en una direccion
deseada (sabiendo que T% representa la fuerza en la direccién z') entre dos solitones el
cual es el objetivo principal de este trabajo.
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Capitulo 3

VORTICES

3.1. INTRODUCCION

Existen ecuaciones clasicas de movimiento con soluciones muy interesantes que sirve
de utilidad para la Fisica de Particulas que se les llama objetos extendidos como son los
vortices, monopolos, instantones. Las cuales son soluciones estables que aparecen solo en
Teoria de Campos no lineales las cuales se encuentran en las Teorias de Gauge Abelianas
y no Abelianas con o sin ruptura de la simetria [27]. La relevancia de estas soluciones en
la Fisica de Particulas es la de poder describir con cierta aproximacion particulas como
por ejemplo los bosones.

Como es obvio estas soluciones deben satisfacer las ecuaciones de movimiento dadas por
la ecuacion de Euler-Lagrange. La estabilidad de estas soluciones se demuestra a través
de propiedades topoldgicas no triviales a las soluciones.

Para nuestro interés en el estudio de esta tesis solo nos interesara las soluciones del
tipo vortice las cuales aparecen en las Teorias de Gauge. La cual fue introducida por H.
Nielsen y P. Olensen, los cuales hicieron una analogia entre el modelo fenomenolégico
de Ginzburg-Landau para la superconductividad tipo II y el modelo relativista de una
Teoria Abeliana de Higgs [22] . Las configuraciones de vértice existen siempre que la
simetria de gauge del modelo se rompe espontaneamente via campos de Higgs dejando al
vacio invariante bajo un subgrupo H del grupo de simetria de gauge G, luego para tener
soluciones estéticas topoldgicamente estables.

En esta capitulo describiremos algunos resultados ya encontrados de las soluciones ti-

po vértice como la ruptura espontanea de la simetria y la estabilidad de estas soluciones
usando el Teorema de Derrick en el Modelo Nielsen-Olensen (M.N.O).

3.2. ARGUMENTO DE ESCALA

Conocido también como el Teorema de Derrick demuestra que soluciones con
energia localizada independiente del tiempo provenientes de una ecuacién diferencial no
lineal con 3 o mas dimensiones son inestables.

Existe ecuaciones no lineales en una dimensién que presentan soluciones con energia loca-
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lizada en un punto del eje x que son estables con respecto a pequenas deformaciones. Por
ello Derrick se hizo la pregunta ;Existen ecuaciones no lineales de tres dimensiones que
presentan soluciones localizadas estables que son estacionarias? Si tales soluciones exis-
ten entonces habria una hipotesis interesante que las energias permitidas corresponden a
las energias en reposo de las particulas elementales [7], la respuesta a esta pregunta fue
no, para demostrar dicho teorema de Derrick uso la siguiente ecuacién no lineal (usando
unidades naturales).
, QPu 1,

donde u(r, t) es una funcién de onda el cual se requiere que este libre de singularidades
en todor y t.

La ecuacion (3.1]) proviene de la siguiente Densidad Lagrangiana

2 = (0u)@" ) — f(u) (3.2
2 = (f}—;‘) (Va — f(w) (33)

se probara que dicha ecuacién no tiene soluciones localizadas estables independientes del
tiempo para ningun f(u). Hay que entender que cuando se habla de una solucién locali-
zada nos referimos a uno donde las integrales [(Vu)?d®xy [ f(u)d*x, convergen cuando
se integra por todo el espacio [7] .

Si u es una funcién que solo tenga coordenada espacial x entonces de acuerdo al Tensor
Energia - Momento la energia estara dada por

E = / [(Vu)? + f(u)] d*x. (3.4)

Una condicién necesaria para que la solucién sea estable es que la variacion de segundo
orden §°E > 0. Ahora supongamos que u(r) es una solucién localizada de 6E = 0,
definiremos u,(r) = u(Ar) donde A es una constante arbitraria, entonces la energia estara
escrita como

By = [(Vun)? + flu)] d'x, (3.5)

hagamos el siguiente cambio de variable

y = AX,
por lo tanto se tendré que:
d'x = \"dy;
y ademas
Ou  Ou Oy,
0
uo ou N
0z; 0y
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Volviendo a nuestra funcional de energia haciendo uso del cambio de variable tendremos:

1
By = [T+ fun) ) 36)
Lo 2 3
E\, = E[/\ (Vua)™ + f(un)] d”(y) (3.7)
Iy Ip
By, = A48 .
A= (3.8)
donde Iy = [(Vu)*d®y y Ig = [ f(u) d®y, por lo tanto tenemos que:
dE)
—= = —I4—3 .
( dA ))\:1 Ao (39
d*E),
= 21 121p. 1
( dN? )A:l AT (310

Como uy es una solucion de 0 = 0 para A = 1, tendremos

dE 1
(d_)\)\)/\ 1 = O’ entonces ]B == _§]A7

d2E)\
= 2] 0.
(dv)A1 A

Como 6?E < 0 por una variacién correspondiente a una particula; por consiguiente, la
solucién u(r) es inestable, lo que demuestra el teorema.

3.3. RUPTURA ESPONTANEA DE LA SIMETRIA

La ruptura espontanea de la simetria es un fenémeno que ocurre en sistemas que pre-
sentan una Densidad Lagrangiana que lo describe el cual es invariante con respecto a un
grupo de simetria y presenta uno o varios estados fundamentales (vacio) degenerados [3].
Esta ruptura de simetria ocurre cuando nosotros elegimos un estado del vacio el cual no
es invariante al grupo de simetria [21].

Para poder ver como se rompe la simetria en un sistema fisico vamos a considerar la
siguiente Densidad Lagrangiana con un solo campo escalar
2 A

1 " m
L = S(0)(0") - vt = 2y, (3.11)

podemos ver que esta Densidad Lagrangiana es invariante bajo la transformacién
U(x) = —(x), (3.12)

el cual es la simetria discreta del modelo. Para hallar el funcional de la energia F para
este modelo haremos uso del Tensor Energia - Momento (ecuacién ([2.60)))

0L
o0 _ 9<% 0
™ = 5 Tﬁ,ow Z

1 1, . m? A
= (301/1)2 - §(ao¢)2 - 5(8 ¢)2 - 7¢2 - Z¢4
S R O R (3.13)
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por lo tanto la funcional energia estara determinada por la integral:
1 1, . 2 A
E = /d?’x [5(8%)2 + 5(8%)2 + m?@b? + ZW‘ : (3.14)

Para que esta energia este limitada y haya soluciones estable haremos uso del Teorema
de Derrick (seccién [3.2)), por lo tanto haremos el reescaleo

Yy = wa,

teniendo en cuenta que v solo dependera de x, entonces la funcional de energia sera
escrita como

2 2
Ew) = /dgy w3 {%(0@%)2 + m?@bf, + 2%‘3}

w b miw=3 Aw ™3
= /dgy {7(6%)2 + 5 P2+ ij‘;]

= w ' +w Pl

donde I = [Py (0Y)? y I, = [ dPy (m;wQ + 24)*), entonces tendremos que:

dE(w)
=) — I, -3I
( dw )w:l ' .

dQE(w))
( dw? w=1

Aplicando el Teorema de Derrick el cual dice que para tener soluciones estables y locali-
zadas se tiene que cumplir que 6E = 0 y 62E > 0, tendremos

dFE
(ﬂ) =0 entonces I} = —3Iy;
dw w=1

dQE(w))
- 6[2 > O
( dw? w=1

De acuerdo al teorema de Derrick esta seria la conclusion para obtener soluciones estables,
es mas para obtener minimos de energia es necesario que:

A > 0.

Como se puede ver, para el caso A = 0 es trivial y por lo tanto no lo consideraremos, pero
hasta ahora no hay ninguna restriccién para el pardmetro m?. Ahora encontraremos el
estado fundamental del modelo, es decir hay que hallar la configuracién del campo ()
con energia minima. De podemos inferir que la energia minima se hallara cuando
el campo sea estacionario es decir

Oot(z,t) =0 (3.15)
y ademas cuando el campo sea homogéneo en el espacio:

dip(x,t) = 0. (3.16)
Entonces de y podemos concluir que:
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1 = cte.

Entonces la energia sera minima cuando la siguiente expresion el cual la llamaremos como
el potencial también sea minimo

2
A
V(y) = %W + Zw“, (3.17)
por lo tanto con la regla de la primera derivada podremos hallar los minimos de ((3.17))

% = p(m? + M), (3.18)

igualando a cero para hallar los minimos
P(m® + A?) =0, (3.19)

de (3.19)), se ve que existe dos casos m? > 0 y m? < 0 para poder hallar los minimos,
analizamos el primer caso.

1. Para m? > 0, el potencial sera minimo cuando

b = 0.

Podemos ver que este estado es invariante a la transformacion ; por ello dire-
mos que el estado fundamental no rompe la simetria del modelo. Esto es debido a
que las perturbaciones sobre el estado fundamental son descritos en si mismo por
el campo 1, y como en este caso estas perturbaciones coincide con la Densidad
Lagrangiana y es invariante bajo la simetria discreta [29)].

2. Para m? < 0, el potencial tendra la forma presentada en la figura Observamos
que para ¢» = 0 el cual es simétrico a la transformacion (3.12)) corresponde al
méximo del potencial y sus dos estados fundamentales (minimos) estén dados por:

N

—— donde 2= —m? 3.20
7 T (3.20)

por ende p > 0.
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Figura 3.1: Gréfica del potencial (3.17)) el cual presenta dos vacios degenerados.

Interpretemos lo que significa que un sistema este en un estado fundamental. Si nosotros
quitamos toda la energia disponible del campo nosotros nos encontraremos en uno de los
estados fundamentales 1 = +1)y. Para “transferir” el campo de un estado fundamental a
otro, uno tiene que anadir una energia proporcional al volumen del espacio, no olvidemos
que V() es la densidad de energia de un campo homogéneo [29].

Por ello la energia potencial del campo homogéneo 1 sera igual a AV (), donde A sera
el volumen total del espacio. Ahora si nosotros consideramos un espacio muy extenso es
decir A — oo; nosotros debemos elegir uno de los estados fundamentales y considerar las
perturbaciones alrededor de el, nuestra eleccién sera:

V=1 = (3.21)

o
VA
Podemos ver que este estado es no invariante bajo la transformacion (3.12)), por lo tanto,
la simetria es rota espontdaneamente; hallemos la energia en el estado fundamental:

2 A
V(o) = v+



Ahora modificaremos nuestra Densidad Lagrangiana de tal manera que se puede
apreciar el estado fundamental en dicha expresion, pero teniendo en cuenta que al hacer
esta modificacion no cambiaremos las ecuaciones de movimiento, para ello solo anadiremos
una constante a dicha Densidad Lagrangiana:

4

1 oo A4 M
Z = §(au¢)(a“¢)+??/f - o

1 A4 o
= 5(@1@(8%@ v (1/1 - 2715 + p)
pero Yy = i, entonces
VA

2 = SOw)0") - (" 207+ )
2 = SO - W - ) (3.22)

y con un potencial igual a:

V() = 2(% —5)? (3.23)

3.4. ESTABILIDAD EN EL MODELO NIELSEN-
OLENSEN

A continuacién presentamos una teoria gauge el cual fue planteado por Nielsen - Olen-
sen como un modelo en (2+1) dimensiones, dicho modelo presenta soluciones tipo vértices
y ademas es simétrico a las transformaciones gauge; la Densidad Lagrangiana de este mo-
delo es escrito como [22]:

1 1
L= -1 Y Qs 5]0,@\2 + | — ealol*; (3.24)

donde ¢y y ¢4 son constantes reales y D, = 0, — icA,, ademas ¢ es un campo escalar
complejo (cargado)

¢ = f(r)e~, (3.25)
A, un campo de gauge y I, el tensor de campo electromagnético

F., =0,A, — 0,A, (3.26)

La Densidad Lagrangiana (3.24]) es invariante al siguiente grupo de transformaciones
gauge:

o— ¢ = ¥y (3.27)
1
Ay — A, = A, — E@A(x), (3.28)
ademas dicha Densidad Lagrangiana presenta un potencial V(|¢|) de la forma
V(Igl) = —calgl” + calg]". (3.29)
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Ahora para poder tener soluciones localizadas y estables en esta teoria debemos primero
hallar el funcional de energia asociado para este modelo, pero antes de ello hallemos la
ecuacién de campo del modelo con respecto al campo A, el cual nos ayudara para encon-
trar la expresion del tensor T, utilizando la ecuacion de Euler - Lagrange encontramos
que dicha ecuacién es:

14 Ze * *
O Fu = S1(D,0)6" — (D)), (330)
el desarrollo de la ecuacion (3.30]) se encuentra en el Apendice .

El funcional de energia se deriva del Tensor Energia - Momento, entonces para el Modelo
Nielsen - Olensen se tendréd que (teniendo en cuenta que los campos son ¢, ¢*, A%):

0% 0¥ 0%
"= ——0,0+ ———0,¢" + ———0,A% — 0" 7,
50,9) " " 00,0 " T 80,47
donde
0¥ 1
— —(D"¢)",
50,8 ~ 2
0% 1
= — D,LL s
90,07 207
—8.,2” = —(0M"A, — 0, A") = —g (8”A5 - 65A“) =—gq FHs.
8((’3/“40‘) « « af af )
entonces:

v

TH = %(D“gzﬁ)*@l,qb + %(D“gb)ayqb* — GapF"P 0, A — 51.L.

Antes de desarrollar esta expresién debemos agregar un tensor antisimétrico a T, de
acuerdo a la ecuacion (2.64]), para asi obtener una expresién mas cémoda para nosotros,
entonces reescribiremos 7* como:
1 1
T} = 5(D")" 0,0 + 5 (D"$)d,¢" — GapF"P O, A" + 05(FPA,) — 61.L.
Notamos que el término F*?A, es un tensor antisimétrico con respecto a los indices p y
B por lo cual esta conforme a la ecuacién (2.64)) y por lo tanto la corriente conservada no
se alterara al anadir este término, ahora desarrollemos la expresion T}
1 1
Ty =5 (DF6) (06 — oA + icA,0) + 5(D"6)(D,0" +ieA, " — ieA,6") — F*0, A5
+03(F"PA,) — o4&
1 1
=5 (D"0)"[(Dvg) + ieAug] + 5 (D"9)[(Dye)" — iedyd"] = F*(0,A5 — DA, + 0pAy)
+05(F"PA,) — o4&
=5 [(D"6) (D,0) + (DH6)(D,0)7) = T ((D"6)¢" — (D"0) 0] A, — F¥Fyy — FI0,A,
+ 03(F"PA)) — 1L
1 e

=51(D"9)"(Dvg) + (D) (Dv9)’] = S [(D"¢)¢" — (D"d)"¢] Ay — F'F,5+ 03(F") A,

— 5.
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Vemos que el segundo término de la exprexion T# segun la ecuacion (3.30) es la misma
que la expresién 9z(F*?) pero con signo cambiado, entonces se tendrd que:

T = S[(D"6) (D,6) + (D*6)(D)'] — 0a(F**) A, — F¥Fy 1 5(FH) A, — 0.
Ty = %[(D%)*(qub) + (D 6) (Do) — FPPF5 — 612 (3.31)

Hallemos el término Tp:

T3 =(D°9)"(Dug) — F¥ Fog + 1 F* Fyy — £ (D"6)*(D,8) + V(19])

. 1 , . g 1
=(D°¢)"(Dog) = F*"Foi + 3 (F"Fo; + F*Fo + FVFy;) = 5(D"9)"(Dog)
1 7 *
~ LDy (D) + V(10D
teniendo en cuenta que F* = —F% entonces

T =3 (D°6)" (Dud) — F* By + +(2F" By + FYE,) — (D) (D) + V(1)

TOO :%(DO¢)*<DO¢) 4 (FOi)Z o %(FOi)Q 4 E(Fijy + %(quﬁ)*(ngb) 4 V(|¢D
70 =L (E0)2 4 L s LD0e) (DY) + LDy (D) + V()

Como sabemos el término 7% representa la densidad de energia, por lo tanto la funcional
de energia estara dada por:

Bo.A) = [ x|SR+ {702 4 D00 (D°0) + H (D) (D)
+ (o) (3.32)

Para garantizar que esta energia sea finita localizada y halla soluciones estables tenemos
que hacer uso del argumento de escala o simplemente realizar el reescaleo de los campos.
Antes de realizar dicho reescaleo nosotros vamos a considerar campos que no dependen
del tiempo y con el campo gauge Ag = 0, es decir nosotros estamos interesados en la
configuracion de campos en la cual se tiene que

Do = 0. (3.34)

Como vemos estas dos ecuaciones son invariantes de gauge, teniendo en cuenta esto
nuestra funcional de energia sera escrita como:

Bo.A) = [ x|+ LDy (D) + V(o) (339

El reescaleo de los campos sera escrito como:

A(x) = o(hx),
Ay (x) AA(XX).
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Entonces, haciendo nuestro cambio de variable y = Ax la funcional de energia se reescri-
bira como:

Bon ) = [ 3ty |15 4 500 (') + V(o).

vemos que

(F)y = 9'A, - A, = (A - P A) = NFY
Digy = 0'¢p —ieAlpy = \N0'¢p —ieA'¢) = AD'o.

Entonces, en la funcional de energia se tendra:

Bion A = [y [T+ S0 (00 + V(o)

Buon A = [y |+ L0 (00) + 37V (o)

2
sea:
1 -

I = / d*y Z(FU)Q = contribucién del campo gauge,

I, = / d*y (D'¢)*(D'¢) = contribucién de la derivada covariante,

I3 = / d*y V(|8]) — contribucién del potencial;
entonces: B

Ex(ox, Ay) = NI+ I+ N2, (3.36)

por lo tanto, tendremos:

dFE,
—= = 2 —2I
(d)\ >)\1 1 3

PE
( A) = 21, +61;.
A=1

d\?

Apliquemos el teorema de Derrick (0F = 0y 6*E > 0), tenemos:

dE
(d_)\/\),\ 1 =0 entonces I, = Is;

NEIIN
=813 > 0.
(), =

Lo cual seria la condicion necesaria para poder tener soluciones estables.

3.5. RUPTURA ESPONTANEA DE LA SIMETRIA
EN EL M.N.O

Como se realizo en la seccion ((3.3) nosotros debemos encontrar el estado fundamental
del modelo, por lo tanto hallaremos la configuracion de campo ¢ con energia minima, por
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ello debemos encontrar los minimos del potencial V'(|¢|); entonces, usando la regla de la
primera derivada tenemos que:

A%
i ¢ (—ca + 2¢4]0?) = 0; (3.37)

como nuestra intencién es encontrar los minimos de energia, es decir el potencial V' (|¢|)
debe de tener minimos por ende:
cy > 0.

La solucion trivial de (3.37) para encontrar los minimos del potencial es

$o = ¢y = 0. (3.38)

Podemos ver que para este estado es invariante a las transformaciones gauge, por lo tanto
para este caso no se rompe la simetria del modelo.

Como se menciono antes, debe existir un estado de energia minima finita, por ello, ¢4
debe ser siempre positiva, entonces sera el signo de ¢, que determinara que si el potencial
tenga o no un minimo trivial; analicemos los casos c; < 0y c3 > 0.

2_ 2
6ol = 5. (339

1. Para c; < 0, vemos que el minimo de la energia seria la solucién trivial porque de
acuerdo a (3.37) el termino (—cy + 2¢4]¢|?) > 0 y la gréfica del potencial V(|¢]) vs
|¢| se muestra en la figura [3.2]

V(lel)

9]

Figura 3.2: Gréfica del potencial V' (|¢|) para ca < 0.

Por lo tanto, para este caso el estado fundamental o estado de vacio que minimiza
la energia es cuando ¢y = 0, entonces diremos que la configuracion

o = 0
A, =0

corresponde al vacio. vemos que este estado fundamental o vacio es invariante a las

transformaciones gauge (3.27)) y (3.28))

P = o =0
A=A, =0
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en otras palabras, la configuracién del vacio tiene la misma simetria que la Densidad
Lagrangiana ((3.24)), por ello la simetria no se rompe.

2. Para cy > 0, tenemos:

Co

=+, /
|¢0| 2C4’

es decir, que existe dos estados fundamentales (degenerados). Como ¢ es un campo
escalar complejo la grafica de V(|¢|) seria una figura en 3-dimensiones conocido
popularmente como sombrero mezicano, para comprender mejor la forma de esta
potencial se bosquejard la gréfica V(¢) vs |¢] el cual se presenta en la figura 3.3

V(|ol)

9]

Figura 3.3: Gréfica del potencial V' (|¢|) para ¢y > 0.

A diferencia del caso anterior vemos que ¢ = 0 no es la configuracién del vacio, en
este caso el minimo se encuentra si cumple la condicién

2 _ & 2
=S =1n. 3.40
|pol %, n (3.40)
Por lo tanto, nosotros podemos encontrar un infinito de minimos posibles de la
forma:
¢o=mne’,  0<0<2m (3.41)

Ahora elegimos un posible vacio con 6 = 9 Si aplicamos la transformacién (3.27)) a
este vacio tenemos:
g = el (3.42)

Vemos que este estado ya no es invariante de gauge, por lo tanto, la simetria de la
Densidad Lagrangiana que define el modelo se rompio.

Cambiemos un poco la Densidad Lagrangiana de modo que podemos apreciar el estado del
vacio, para ello anadiremos una constante a la expresion el cual no modifica las ecuaciones
de campo, entonces tendremos que:

1 , 1 c
Zz = _;LF;WF” +§\Du¢|2+c2|¢|2—04|¢|4—4—024;
2 = 2Ere Npep ool -2 (Ziep) + 2
T g1 ZPl 24 i
1 1 e \?
L = —-F,F" +2|D,¢|* - 2_ 2 .
LB 4 D = e (Jof - 52 )
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si escribimos que ¢y = A\/4 (para estar de acuerdo con la referencia), la Densidad Lagran-
giana se escribird como:

A
P = LB 4 (DAY (D) — (1o — ) (343
y con un potencial \
V(Igh) = 7 (8 =) (3.44)

Las ecuaciones de campo utilizando la ecuacién de Euler - Lagrange con respecto a la
Densidad Lagrangiana (3.43]) son:

OFu = Sl(Du)6" — (D)) (3.45)
(D026 = A0 — 1) (3.46)
(D)6 = —Ao(I6f —P), (3.47)

el desarrollo que con lleva a estas ecuaciones estdn desarrolladas en el Apendice [8.1],
[8.2] y [8.3] respectivamente.

3.6. MECANISMO DE HIGGS EN EL MODELO
NIELSEN - OLENSEN

En esta seccion discutiremos el Mecanismo de Higgs aplicado a un modelo Abeliano
como es el caso del Modelo de Nielsen - Olensen, primero encontremos la configuracién
de los campos A, y ¢ para el estado fundamental.

Analicemos la funcional de energia (3.32)), como la funcional E(¢, A,) es invariante gauge,

por lo tanto, si (¢, A,SO)) es un estado fundamental, entonces (eiA(x)qﬁo,A,&O) — %@A(X))
también lo sera.

De la integral (3.32]) vemos que para que los términos primero y segundo sean mini-
mos el tensor F), debe ser cero, para ello es necesario que el campo A, sea un campo
gauge puro, es decir:

A, = é@HA(x), (3.48)

por lo tanto, la derivada covariante se convertirda en D, = 0, — i0,A(x), entonces los
términos tercero y cuarto de (3.32]) sera minimo cuando D, ¢ = 0, es decir:

(0 — 0,A(x))9 = 0,

entonces
¢(X) _ QboelA(x).
Donde ¢y es el vacié (ver (3.41))), vamos a eligir el vacié como ¢y = 7, entonces;

B(x) = ne™ ™. (3.49)

Como vemos todos los posibles estados fundamentales estan determinados por las ecua-
ciones ([3.48) y (3.49)), ahora debemos de eligir uno de los tantos estados fundamentales
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que existe. Vamos a eligir el caso cuando A(x) = 0, por lo tanto la configuracién de los
campos para el estado fundamental estard dado por

0
AO =0,
®o = 1.

Ahora vamos a considerar pequenas perturbaciones alrededor del estado fundamental.
Donde las perturbaciones del campo A, seran descritos por el mismo potencial vectorial
en si mismo y las perturbaciones del campo escalar ¢(x) serdan descritos por dos campos
x(x) y II(x), por lo tanto el campo escalar sera escrito como:

P(x) = ¢o + x(x) + ill(x). (3.50)

Teniendo en cuenta estas perturbaciones debemos de encontrar la nueva Densidad Lagran-
giana considerando estos cambios, es decir encontrar el espectro de estas ondas pequenas
alrededor del estado fundamental, por lo tanto, debemos de introducir en la Densi-
dad Lagrangiano , para calcular esta expresién vamos a considerar los campos A,
X v II solo hasta el orden 2, entonces:

L =— %F‘“’FW + %[8“(¢0 + x —ill) +ie A" (¢o + x — ill)][0,(Po + x + ill) —ieA,(do + x + iII)]

A
+ 3160 + X0+ T2 — PP

1 1 , . A
- _ ZFWFW + 5[8“)( — (0" — eA*¢0)][0ux + 1 (0,11 — eA, o)) — Z[((bo +x)? + 112 — n?)?
1 1 A
= ZF;WFW + 5[(@0()2 + (@LH - eAu¢0)2] - Z(‘bg + 2¢0x + X2 + 117 - 772)2
i 2_
= Lm0 s e (A, - 2o,m) | - D@ny+ F 4 122
4" 2 " " en " 4
Y - —(a )EP+e*n? (A, — Lo ’ - 5[4772;(2 +xt T
4" 2 " " en " 4

2(2x° + 2nxI1 + }°11%)],
considerando solo perturbaciones hasta de orden 2, se tendra:

1 v 1 2 e’n? 1 ’ 2. 2
L= = FuwF" + 5000 + =~ AM—%E)MH — xR

Si llamamos 1
B,=A —0,I1
1 pt en ptds

G, = 0,B, —9,B,

1 1
G =0, (A,, - &ayn> 9, (AM - gaun)
G = 0, Ay — O, A,
G/u/ - Fum
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entonces, la Densidad Lagrangiana se reescribirda como:

1 v 1 2 e’n’ 2 2.2
La idea fundamental del Mecanismo de Higgs consiste en el modo en que los campos
gauge adquieren masa, dicho idea fue planteada por Peter W. Higgs en 1964 como una
idea que cuestiona el Teorema de Goldstone el cual dice que en teorias de campo en el
cual se rompe la simetria bajo un grupo de Lie contiene particulas de masa cero, pero
esta idea falla cuando este grupo esta acoplado a campos gauge, donde dichos campos
adquieren masa [14].

Sea obtenido la nueva Densidad Lagrangiana que es la suma de la Densidad La-
grangiana del campo vectorial B, y de la Densidad Lagrangiana del campo escalar ¥,
donde los coeficientes que acompaitian a los términos (B,)? y x? tiene un significado fisico
de masa de dichos campos es decir tiene la forma

5 m? - (campo)?,

por ello, la masa del campo vectorial B,, es

m?% = e’n?, (3.52)
y la masa del campo escalar x es igual a

my = 2Mn°. (3.53)

Realicemos una observacion, vemos que el campo I1(x) no aparece en la Densidad Lagran-
giana entonces dicho campo no satisface ninguna ecuacién de campo, lo interesante
de la desaparicién del campo I1(x) es la aparicién de la masa del campo vectorial. El cam-
po II(x) es el campo Nambu-Goldstone y la particula correspondiente a dicho campo es
el boson de Nambu-Goldstone si fuera una simetria global, donde dichos bosones segiin
el Teorema de Goldstone tienen una masa igual a cero [12].

Pero en este caso nuestro modelo no presenta una simetria global sino una simetria gauge,
donde vemos que el campo vectorial B, a “absorbido” un campo de Nambu-Goldstone y
ha adquirido una masa caso contrario a lo que ocurria en el Teorema de Goldstone.

Vemos que ademas del campo vectorial B, el espectro de las perturbaciones incluye
al campo escalar y a este campo escalar se le llama el campo de Higgs donde se aplica a
todo el campo escalar ¢(x) cuyo valor de vacio es no trivial y su particula correspondiente
es el llamado “Boson de Higgs”.
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Capitulo 4

INTERACCION DE SOLITONES
ESCALARES

Como se menciono las soluciones de algunos modelos no lineales presentan una solu-
cion de tipo soliton. En este capitulo se hallara la interaccién de dos solitones que son
las soluciones asintéticas del modelo usado. El modelo empleado para este estudio es
proveniente de La Ecuacidn No Lineal de Klein - Gordon (NLKGE).

La interaccion que se hallara en este modelo se dividird en dos casos: para solitones
escalares simétricos y antisimétricos. La diferencia en cada uno de los casos es la simetria
de la solucion soliton con respecto a la transformacién z — —z, previo al cdlculo de la
interaccién se mencionara en forma resumida La Ecuacion No Lineal de Klein - Gordon.

4.1. LA ECUACION NO LINEAL DE KLEIN-GORDON
(NLKGE)

Los fisicos tedricos para poder comprender muchos fenémenos no lineales que surgen
en la naturaleza como por ejemplo la dindmica de fluidos, modelan el comportamiento
del sistema a través de ecuaciones diferenciales parciales que en la mayoria de modelos no
lineales son dificiles de resolver estas ecuaciones. Un ejemplo de estos modelos es el Modelo
de Klein - Gordon No Lineal el cual surge en la Mecanica Cuédntica Relativista y en la
Teoria de Campos Cudnticos (QFT), este modelo es usado ampliamente para estudiar
la dindmica de particulas elementales en la materia condensada [26]. Dicha ecuacién de
forma general esta dada por la siguiente expresion

2

02 a6+ B0+ o = flx.1 (@)

donde f(x,t) € R;y o, y u son constantes.

4.2. INTERACCION DE DOS SOLITONES ESCA-
LARES SIMETRICOS

El modelo usado para este estudio sera una version de La Fcuacion No Lineal de Klein
- Gordon con un termino no lineal cibico (k = 3), dicho modelo esta dado por la siguiente
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ecuacion

O-1+¢*p=0. (4.2)
Donde [ es el operador D’ Alembertiano.
92
O=— - V2
ot?

La Densidad Lagrangiana el cual da origen a la ecuacion de campo (4.2]) por medio de la
Ecuacion de Euler - Lagrange ecuacion ([2.31) es:
1
Z = 50,0070 = V(p)
con

V(p) = % (902 - %s@“).

Por lo tanto, hallando las componente T* del Tensor Energia - Momento (2.57) el cual
nos permitira encontrar la fuerza de entre dos solitones escalares.

1 1
Ty = 0ipOkp — 5 ik ((@,0)2 — (Vo> =" + §<P4) (4.3)

Analizamos dos solitones, que se describen como la solucién de una particula wuy (%) y
u2(7) bajo la condicién que estan lo suficientemente lejos.

Entonces una solucién cuasiestatica de dos particulas ¢ es aproximadamente la suma:

¢ = ui () + ua(7), (4.4)
donde .

Si las particulas son iguales entonces u; = us = u y el campo ¢ es simétrico con
respecto a la transformacion z — —z, y ademas el centro de los solitones se encuentran
en el eje Z como se muestra en la figura [1.1]

'

|
T —

Figura 4.1: Dos solitones cuyos centros estan ubicados en el eje Z, separados una distancia
R > 1 (R mucho mayor al tamano de cada solitén). Los cuales son simétricos con respecto
a la transformacion z — —z.
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Por otro lado ¢ 3 = 0, entonces

z=

T33

colocando el campo:

ri = |7 g = cte. (4.7)

Donde u; corresponde a la solucion asintotica de la ecuacion del campo para r > 1, pero
como ¢ = u(7) + ug(7), entonces se tiene

677‘

=20, P ), (1)

Entonces, hallando los términos de la componente 733, se tiene:

o 2¢ [—x xe"’}

ox 72

pero como estamos considerando distancia bastante alejadas entonces r» > 1, por lo tanto
1/r =~ 0.

Y se tiene que:

dp x29 _,
oxr  rr
x
= —— 4.9
p (4.9)
Ahora hallando el termino ¢ :
D 29 |-y _, | ye’
oy 12 { r < T r
2 T
- ‘g(—wfr+y )
r r
29 _, 1
= —ye 14 - pero r>1
r r
_ Y29
ror
)
= —= 4.10
o2 (4.10)

y como ¢ no depende del tiempo (debido a que se considera cuasiestatico), entonces:

vo =0, (4.11)
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por lo tanto:

1 x? y? 1

Entonces, sea la integral el cual nos permitira encontrar la fuerza
F'=— 7{ TdS}, (4.13)
s

y como solo se integrara en el plano Z = 0 y como ¢33 = 0, en consecuencia:

z=0

T12 — T21 — T13 — T31 — T23 — T32 =0

entonces, solo se tendra :
F3=— / T%dS donde dS = pdfdp, p*=z*+1>, (4.14)
s

remplazando el valor de T%3 en la integral I3, se tiene:

1
F?o= /de/ (——90 — @ +2§0>de
1
= -7 so—so +290 pdp,
0

1
debido a que ¢* ~ — L ¥ como 1 es muy grande entonces vamos a considerar que ot =~ 0.
r4
R? R?
Ademas como : 7% = p? + va — p?=r?— T y rdr = pdp,
entonces : ) )
o — R?/4
F3:7T/ @2(—T 5 / —i—l)rd?",
R/2 r

remplazando ¢, tenemos :

00 —2r 2 24
F3 = 7r/ 4926 <7“ B/ +1>rdr

sea : T =2r — dx = 2dr

dr
00 R2 -
3 = 4#92/ e\ 2—— %

R/2 2 ) L

2

[e’e} 2 d
= 47Tg2/ eix (2 — %) _377

R T T



integrando por partes:

e B 1 o0 dx
_ (1o tye | ™ 415
R( it /R ‘ ) (4.15)

integrando por partes:

8o (5). a1

donde O es una funcién que de depende de (e %/R?).

F3:47rg2(2/ ¢ d:r—Rz/ 63d$),
R Z R T

entonces, usando (4.15)) y (4.16) para hallar F* tenemos:
-R 0 ,—x 0 ,—x
3 _ 2 e (. 1 ¢ P2 €
F% = 4mg {Q{R (1 R)H/R —dr} R/R x3dx1
= 4rg? QQ 1—l +(4—R2)/Ooexdx
- R R R
R 1 e R’ 3 el
= a2 (11— ) +u—r) (S (1-2 .
P (o g) e (- 5) o ()
R 1 4elt 3 e R 3 e f
= 4 226— 1——= — | l-—=)——(1—= 4— RO [ =
o (o w) ()T (o R) oo

R
-R -R -R
_ 2o (N _ et (3 e
= P ()T () o ()]

despreciando las potencias mayores que 1 de (1/R), debido a que R es muy grande,

Como:

tenemos:
i 1 3
o= dng?S2(1-=) - (1-2
"R [( R> ( Rﬂ
- 47rg2% [1+}—J, (4.17)
ero e [1—1— 1} d (eR) entonces
pero: —— —| =—— | —=, enton
R R dR \ R

d (e B
FP=ang? 2 (C ).
ngR(R)
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Pero como la fuerza es (ver ecuacién ([2.69))):
F = —(1— A2 7{ Th s,
s

sin embargo como se considero que ¢ es cuasiestatico((p o = 0)), es decir, su velocidad v
es muy pequena (v < 1), por lo cual se tiene que

F3 = — ]{ T*dS,,
s
entonces:
t9'3 — F3

por consiguiente la fuerza es :

d (e E
F3 = drg®— (—) : (4.18)
R

Donde la fuerza .3 es la fuerza de atraccién entre solitones en la direccién z.

Recordando que: FF = —VU, en consecuencia

—-R

U= —drg®S—. 4.19
e (4.19)

Donde (4.19) no es mas que La Ley de Yukawa

4.3. INTERACCION DE DOS SOLITONES ESCA-
LARES ASIMETRICOS

Siguiendo utilizando el modelo :
(O-1+¢")p=0 (4.20)

Analizando dos solitones que se describen como la solucién de una particula uy(7) y us(7)
bajo la condicién que estan lo suficientemente lejos.

La solucion cuasiestatica de dos particulas ¢ es aproximadamente la suma:

© = uy () + ua(r). (4.21)
Si consideramos que las particulas sean diferentes de modo que u; = —us = u, por lo
tanto el campo ¢ sera antisimétrico con respecto a la transformacion z — —z, y el centro

de los solitones se encuentra en el eje Z, como se muestra en la figura [4.2;
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Figura 4.2: Dos solitones cuyos centros estan ubicados en el eje Z, separados una distancia
R > 1 (R mucho mayor al tamano de cada solitén). Los cuales son asimétricos con

respecto a la transformacion z — —z.

por lo tanto, como las particulas son diferentes, entonces se tendra:

Y = U+ ug
= u—u
0,

en consecuencia para z = 0, se tendra:

o = 0
1 = 0
SO,Q = 07
y como el Tensor de Energia - Momento para este modelo se expresa de la siguiente
forma: | .
Tri = OipOkp — §9ik ((90,0)2 - (V‘P)Q - 902 + 5904) . (4.22)
Por ende para el caso en que las particulas sean u; = —us = u, se tendra:
1
™ = 5(90,3)2 >0 (4.23)
z=0

como la fuerza entre solitones es:
Ft= —(1— v2)_1/2 j[ T’“dSk
s

sin embargo, como es cuasiestatico por lo tanto, la velocidad v es muy pequena (v < 1),
en consecuencia:

T = - / T*dSy,
S
entonces:
TP = / T%dS, dS = dxdy
S

1
= —5/(g073)2dxdy < 0.
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Asi pues dicha fuerza es de repulsion, por otro lado se tiene que:
z 1\ e™
(ps) = —29- (1 + —>

T T

R 1y .,
= -9 1+—-)e™.
r r
Debido a lo cual la fuerza sera:

21 2 2 1 2
F3 = ——/ d0/ R ( ;) e pdp
/ _QT( 1)2,0610
= —71¢*R? e L+—) —,
0 r) r

pero como r > 1, usaremos la siguiente aproximacién (1 + z)" ~ 1 + nz, si x es muy
pequeno, entonces:
o 2\ pd
T3 —W92R2/ o2 (1 + _> P4,07
0 r)or
2

=p?+ R entonces rdr = pdp, por ello

o d
F3 = —ﬂgQRZ/ (1 + ) 27
R/2 r),r
sea x = 2r, entonces:

dx
[o¢] 4 —_—
F3 = —W92R2/ e " (1 + —) %
R r) x
8

o0 4\ d
= —47Tg2R2/ e ” (1 + —) —f
R xr X
= —Ang’R? (/ e d—f + 4/ e_’:d—f)
R Z R z

e der eI 3 e R
0T _ e (3 e
5w -n)ro (%)

/°° L dx et 4/°° L dx
er— = — - e " —
R xt R* R xd

z=R/2

ademas 72

donde:

y ademas

Entonces la fuerza sera la siguiente:

-R -R -R
3 99 | € 3 e e
7= AR {ﬁ(“ﬁ)“ﬁ*o(ﬁ)]



pero como R es muy grande, entonces se tendra que la fuerza de repulsién entre solitones

es:
e it 1
T3 = —dng*— 1+ =
g R ( +R>
d (e F
—Arg®— [ —
"4R ( R )
pero como F=-VU , entonces
-R
e
U= —4rg*—.
g I

Igual que en el caso anterior el potencial es igual al Potencial de Yukawa.
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Capitulo 5

INTERACCION DE SOLITONES
ESPINORIALES

Uno de los modelos en la Teorfa Cuantica de Campo (QFT) que admite soluciones
de tipo solitén es La Ecuacion No Lineal de Dirac (NLDE), dicha ecuacién fue introdu-
cida inicialmente por Dmitri Ivanenko como una ecuacién de Dirac no lineal con auto-
interaccion de tipo escalar [I5]. Y en 1970 Mario Soler reintroduce e investiga el modelo
planteado por Ivanenko como un toy model de nucleones extendidos con autointeraccion
de tipo escalar [33]. En este capitulo se seguird con el propdsito del capitulo 4 que es ha-
llar la interaccion entre solitones en modelos no lineales, donde a diferencia del capitulo
anterior estos solitones presentan espin que son soluciones del Modelo de Soler en tres
dimensiones, previo al calculo de esta interaccién hagamos un pequeno resumen de la
historia del Modelo de Soler y las caracteristicas de dicho modelo.

5.1. EL MODELO DE SOLER

El primero en proponer un modelo no lineal de autointeraccion de electrones fue el
fisico Ruso Dmitri Ivanenko en 1938, el agrego el término no lineal de autointeraccion
(U)W a la ecuacién de Dirac [15]. En 1970 el fisico Espafiol Mario Soler vuelve a tener
en cuenta este modelo para estudiar desde un punto de vista clasico la interaccién de
nucleones extendidos con sus propios campos electromagnéticos [33, 34]. La ecuacién
general del Modelo de Soler en forma covariante es [5]

(iv"0, — m + f(PU))¥ = 0. (5.1)

Donde f € Cy f(0) =0, la ecuacién (5.1)) admite soluciones de tipo solitén de la forma
U(z,t) = ¢(x)e ™! en donde ¢(r) es una funcién localizada en el espacio (es decir se
vuelve pequeno cuando z es grande) y w € R y ademas la ecuacién es invariante
bajo el grupo U(1). Para el estudio de la interaccién se usara el Modelo de soler en tres
dimensiones que tiene soluciones tipo solitén 4-espinor en la cual se usara el Ansatz de
Wakano [39] para su desarrollo.
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5.2. INTERACCION DE SOLITONES EN EL MO-
DELO DE SOLER

El modelo usado para este estudio es:
(iv"0, —m + g(V¥))¥ = 0, (5.2)

donde g > 0 es la constante de acople.

1
Los solitones con espin 2 de este modelo se describen con la solucién.

1 .
U = 5e—“ﬂt(F +iG + (F —iG)y")Q o, (5.3)

donde F, G son funciones radiales y ;5 es el espinor esférico que es igual a [9]:

1
1 0
Ql/Q_ﬁ ,COZQ¢ : (5.4)
sin fe’

La Densidad Lagrangiana .# para este modelo esta dado por:
7= %(%M@u\p — 9, 04"T) — mIV + g(@p)?, (5.5)
desarrollando la Densidad Lagrangiana tenemos:

l

&= %(%anqf — 0T°W) — S(T1 0T — 9T T) — mTV + g(ﬁw
como: ¥ = Uiyl y (y9)2 = 1
£ = %(\IJT'yO’yOaO\If — 9y UT~0~0T) — %(\I/T’yofykakllf — 0, U0 ) — MUV +
9 w2
=~ (Pvw
J @)

ol — 9y wiw) — %(qfwofykakqf — U T) — TP+

pero 7% = 74%* | donde @ es igual a:

(07
G

donde @ = (0!, 0%, 0?), o' son las matrices de Pauli.

Ademas: y¥ = —iw¥ y ¥ = iw¥T, entonces £ sera igual a:
< = %(—Ziw\IfT\I/) — %(\I/Tyovoozkak\lf — U040 ) — MU +
9 T\ 2
(VW
Jo
— WUy - %(\Iﬁakak\p — 9V ah ) — mTT + g(@y)?
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Considerando que J(¥¥) = 0, entonces:
VTP = —0Tak9, 0,
por lo tanto, se tiene que:
L = wiv— %(@Ta’“akqf + UTak 0, ¥) — mUW + g(wy
= w4 (UG V)0) — mTY + g(@p)? (5.6)

Empleando la ecuacién (5.6) podemos hallar el Lagrangiano el cual se escribird de la
siguiente forma

L= / [z'xlﬁ(o? V) 4 wP T — mUW 4 g@W dx. (5.7)

Ahora aplicaremos la transformacion de escala a la funciéon ¥ de la funcional L, los cuales
nos dara una relacion que se utilizara al momento de hallar la energia

Realizando la transformacion de escala a la funcion V:
U — AU, (5.8)

en consecuencia, se tendra que:

L\ = /[z‘(A\IJ)T&-V()\\If)+w()\\I/)T(/\\I/)—m()\ YD) +

3 (0w

L\ = / N VO Nl - AT+ X‘g@\p)?} Pz,

Utilizando el Teorema de Derrick, obtenemos la siguiente ecuacion:

oL
— =0
O Ix=1
/ [(UTa - VU + w¥' — mUV + g(WV)°] P’z = 0 (5.9)

Recordando la expresiéon del Tensor Energia - Momento

07

T
o7,

T — g P,

reemplazando nuestra Densidad Lagrangiana ([5.6)) para este modelo obtenemos el Tensor
Energia - Momento

T = %@7“8’“\1/ — P TAT) — g P (5.10)

Hallemos la densidad de energia .
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Como 57 = T, entonces:

H = %(%030@ — "T0) — 7
= %@7080\1/ — 8"TA W) — %(%“auqf — 0,T7"T) + mIV — g(@p)?
= %(67080‘11 — ) — %(57080‘1’ — 0 VW) — %(@7’“@\1} — O UY) +

MUy — g(m/)?
Como 9y = 3° y v* = ~%a*, en consecuencia

H = —%(WTvovoakﬁkW — U000 W) 4 MU — g(W\IJ)Q
— _%(wTakakqf — OV M) + MU — g@\p)?,
teniendo que 0, (¥V) =0 —  OUiab¥ = —Utak9, .
Entonces:
H = —%(zmTakakw) +mUT — g@w
= —iUi(a V)T +mTT — g@m?,
entonces, la energia (F) estard expresada por:
E = /%d%
B = / [0 9)w 4+ mTw - LTy i (5.11)
Utilizando la ecuacién ((5.9)) vemos que:
—iV (- V)¥ = w0 — mIT + (V)2

por lo tanto reemplazando esta relacién en la expresién de la energia (5.11]) se tiene:

2
- / [wqffq;+g(@x1;)2 &z, (5.12)

E = / [wqﬁ\p — MUV + (T + mTV — 9@\11)2} &z

de donde se ve que la energia es determinada positiva.

Supongamos ahora, que dos solitones forman un estado ligado de gran dimensién R (muy
separadas entre ellas), que supera bastante la dimensién de un solitén m™!, es decir se
considera mR > 1.

Encontramos ahora la solucién asintotica de una particula a grandes distancias. Para

ello se considera:
90 —iwt
U = e 5.13

(X) ( )

44



donde :

o = ﬁm) ((1)) (5.14)
v = WG(T)UT ((1)) arzy. (5.15)

De la ecuacién de campo tenemos que:

(iv"0, —m+ g¥V)¥ = 0
(iv°0y + iV O — m + gUV)T = 0, (5.16)

pero:

(90\11 = (SO) 806_“” = —iw\IJ,
X
por consiguiente, en la ecuacién de campo ([5.16)) se tiene que:
(wy° 4 iy 0y — m + gT W)W = 0,

como v* = ~%a*, entonces:

(wy° +iy°a*0), — m + gl W)U = 0,
multiplicando por la izquierda por 7°, (%)% = 1):

[i(@- V) +w—my"+ gy°(TT)] ¥ = 0. (5.17)

Hallemos : ¥ = ¥~ como

[ E0)
\D:(Zw)lﬂ ig(?«)gr :
0
entonces
= %[F(T) 0 —iG(r)al 0], U;_<5TF>T :(5’T77')
- (4?;/2 [F(r) 0 —iG(r)o, 0],
por ello
jwt 10 0 O
v = (467:;1/2 [F(r) 0 —iG(r)o, 0] 8 (1) _01 8
00 0 -1
ot -
B (4?)1/2 F(r) 0 zG(m("ﬁ ol .



Hallemos el producto U:

F(r)

- eiwt (U 7;4) 6—zwt 0
v =

e [P0 0 1601 C o] o | @2

r
0
1 (7 - 7)?
- F2 2
47 ( ¢ 2 ) ’
usando la siguiente propiedad de las matrices de Pauli [13]:
(G-a@)G-b)=a-b+ic(@xb), (5.18)

Entonces (7 - 7)? = r?, por lo tanto:

_ 1
VU = —(F? - G?).
=G

Reemplazando el valor de W en la ecuacién (5.17) se obtiene la siguiente ecuacién de

campo:

i@ V)W + wl + (—m + %(F2 - G2)> 400 = 0,

desarrollando esta ecuacién tenemos:
i(@-v) (90) +w (“0) + (—
X X
ok 2 2
(a0 + w
<k(9 Q

o = (Uok ";) (5.19)

(3 ) ) (5)
i (Z:g:f;) +w (i) + <—m + %(F2 - G2)> (—(px) = 0.

Por lo tanto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

~— 3
+ +
| 5=
3 e
—l_ [\
5= Q
~ [\
ﬁ[jo N——
[
=
Q
N
—_ - @
—~
l« —
=< =
NP
I I
o o

Cco1mo

entonces:

i@ V)x + (w—m—i—%(Fz—GQ)) o = 0 (5.20)
(7 V)p+ (w+m— Z(F* - &)x = 0, (5.21)

para poder desarrollar estas ecuaciones usaremos el operador Laplaciano V en coordena-
das esféricas.
.0 10 __ 1 0

“or T o0

V= 20 " rsna 90
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y la forma explicita de las matrices 0, =G -€,, 09 =0 - €y, 0y =7 - €y:

( cosf  sin Qe_i‘z’)
o, =

sinfe®  — cos 6

(—sin@ cos@e_i‘b)
gy =

cos fe'? sin @
_ 0 —ie @
96 = |\ jeis 0

S 0 10 1 0

or * T * Ud)rsinﬁ@_qﬁ'

entonces:

Hallemos 7 - V:

F-Vy = (47T>1/25-V(G(T)0r) <(1)>

— i V(G + 6V (o)

— il VG + G075

como G es una funcién radial solo tendra derivada con respecto a r, por ello se tendréd
que:

L o , 9 % 180,, 1 OJo, 1
7 VX = (47)1/2 {G (r)or +G(r) (UT or ooy 06 * ¢ sing 0o 0

teniendo en cuenta que:
o GNED |
T T

entonces, reemplazando las matrices o,, 0y y 04, se obtiene que:

N ) / 1/ —sinf cosfe —sinf cosfe
7-Vx= (47)1/2 {G (r) +G(r) [0 * r (cos fe’®  siné ) (cos fe’®  siné )

T 5N e
(e 06020 1)+ 7 (5 o)} )
M%M [G’(r) + 2(}:&] ((1)) (5.22)

Reemplazando la ecuacion ((5.22)) en la ecuacién (5.20)), tenemos:

ﬁ [G’(r) + QGT(T)] <(1)> + (4;)1/2 [w —m+ %(F2 - GQ)} F(r) (é) —0
F




Desarrollando la ecuaciéon (5.21f) obtenemos:

L. 0 1 1 [

1. [(47r)1/2 ( )} (0 + [w+m——7r(F

-(5'7?) g 2 2 _

CAr i L -] 6} <o
entonces:

por ello, al desarrollar las ecuaciones ([5.20) y ([5.21]), obtenemos el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales acopladas.

’ 2(;(7") g
—(G(r)+ . >+[w—m+—
! l;

F —i—[w—i—m——

(F? — G2)] F

(F? - G?)] G

pero cuando mr > 1 se vuelven lineales es decir F2 ~ 0 y G? ~ 0, entonces:

;2
-G —;G—i—(w—m)F
F' 4 (w+m)G

= 0
:07

cuyas soluciones de esta sistema de ecuaciones diferenciales son:

—F
G —
m+w
67)\7‘
F o= A%
r

donde : A =cte, A = (m? — w2y \r > 1.

(5.23)

(5.24)

(5.27)

(5.28)

Considerando que dos particulas de espin 1/2 forman un estado ligado de gran radio
(R > 1), en la aproximacién cuasiestacionaria se coloca como:

\Ij:\I]1+‘P27

(5.29)

teniendo en cuenta que los espines §; y S de los solitones se consideran con cualquier
orientacién, entonces su orientacion se determinara con los angulos 6y, 05 v ¢, las cuales

se muestran en la siguiente imagen.
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Figura 5.1: Configuracién de dos solitones que forman un estado ligado de gran dimension
de radio R, en el cual los espines de cada solitén estédn orientadas en cualquier direccion
y determinadas por los dngulos 6, 65 y ¢.

Si consideramos la ley de transformacién de los espinores bajo la rotacion de los ejes
en un angulo ¢ alrededor de la direccion 7.

/

U(7) = e 2Dy (7), (5.30)

donde: 77 =

=313y

yiz&@ao; porlotantoiz (g 2)

Pero las direcciones de los solitones estan direccionados por los angulos 61, 65 y ¢; entonces
el campo para estas dos particulas tiene la forma:

U= 220, 4o 57035 0y, (5.31)

Ahora hallaremos la fuerza que actia sobre la particula 1 debido a la particula 2 en la
direccién del eje z, entonces de acuerdo a la ecuacién (2.69)) la fuerza esta expresada de
la siguiente forma:

Fl=— 7{ dS,TH = — / dxdy T, (5.32)
S z=0
donde S; es la superficie que rodea a la primera particula. Como R (distancia entre los

solitones) es grande, entonces ¥y 5 cumplen con la ecuacion lineal de Dirac, por lo tanto,
debemos hallar el termino 7.

De acuerdo a la ecuacion , tenemos que:
T = %(57362\11 — OV ) — " F
_ %(\IleyOfy?’ai\Il — 9103 )
= %(@Ta30iW — 0T’ W)
_ %qﬁ&?@, (5.33)
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donde introduzcamos la siguiente notacién: ¥ia? 9 U = 9'Wia3¥ — Uia39' V.
Reemplazando la ecuacion (5.31)) en la ecuacién (5.33) obtenemos los siguiente:

i

T3i —
2

(\111622191043@_22191 o'W, + \P£6523¢652192a36—52%6—52192 O Wyt
i~ L

donde hemos escrito que

)
|

iyl _iy3 _ iyl
e2¥ a2 02N 02 5.34)

iy34 iyl _iyl
e2™ 0ea ¥ 0203725 01 (5.35)

)
|

Como solo nos interesa hallar la fuerza sobre la particula 1 debido a la particula 2,
entonces solo se considerara el siguiente término:

T3, = —f(qf@?xp ) (5.36)
(1,2) — 2 1 2)s .

4 .
en general \IJI/{ 0" Uy = a + bi. Entonces solo consideraremos la parte real de 7%, por lo
tanto obtenemos que:

T3 — _Im (\Iﬁ%?qf )
(1,2) = 1 2 -

Para poder hallar la componente T(?’fQ) expresaremos el término k en términos de las
matrices de Pauli (0,) y un cuadrivector a, cuya expresién es la siguiente:

k= e 032702 02 — o.a" ® o, (5.37)
donde:
0, +6
a’ = (isen% cosf_, sin % sinf_, cos % sinf, cos % Ccos 9+> N 5 2 (5.38)

Considerando la solucién asintética de una particula a grandes distancias (ecuacién
(5.13))), entonces las funciones de campo para esta dos particulas (obviando los coefi-
cientes que las multiplican) estdn dados por las siguientes funciones:

U, = (*OS) s=1,2 (5.39)

Xs

donde

Xs = ZGS((? ﬁs) (é) 7ﬁs = E



Teniendo en cuenta estas funciones de campos hallemos el termino 7| (311'2)7 desarrollando
obtenemos:

= 0 o.at\ <
T ? — T 1 2 P2
Uik = [901 XJ (Uua” HO )8 (X2)
sl
= el il (708
ot 0 o
= t <7
= po,at 0" x2 + xy0a" 0" @

= 0[P 0] (o’ — - a)<51(ﬁ0ﬁ )G2>—z’[G1(6-ﬁ2) 0]

7 . Oﬁ - = . ﬁ e
Uik = iF(0pa”) 0" (6 -1y)Gy —iF1 0" (6 -a)(0 - 1i2)Ga —

1
l

Usando la siguiente propiedad (7 - @)(¢ - b) = @ - b + iG(a@ x b), tenemos que:
I , — e S
‘Iflk'al \112 :zFl(aoa )81( Q)GQ—ZFla (TQ'CL‘FZO'( n ))GQ
e <—>
ZGl((}) ﬁl ( 0)0 FQ+ZG1(H1 a+w(n1 X CL))@

) ~
pero, para hallar el termino 7| (31’72) solo consideramos la parte imaginaria de \Ifik‘ 0" W,,
entonces: o o R
Im(\lflk 0" \112> = —F1 0" (TLQ . (I)GQ + Gl(nl . CL) 0" FQ,
por lo tanto:
3i e I v 6
T(1’2) = F1 0 (ng : (l)GQ — G1<TL1 . CL) 0 F2

en el plano de integracién z = 0 se tiene:

Fr=FK=F nji=-nj nizn’é:ni ,i1=1,2
por ello:
F 2 /d d (F’(* *)ﬂ> (5.40)
= — T a-n)n .
+ m —+ w 4
QCEZ 2\ 2 ’ 2 1" 1 ’ 1 ’
F, = drdy | (n?) (F) Y FF - CFF )+ -FF|, (5.41)
m —+ w r T
R
donde: n? = —
onde: nj o

Utilizando coordenadas cilindricas: dzdy = pdpd¢, donde:

p2:x2+y2
r2 — 2_|_R_2



Integramos por angulo, tenemos que
- 4dra N2 Ld
F = TaL / (F ) p2_7“
m+w Jgr /2 r

= dnd, /OO(F/>2 rQ—R_Q ﬁ
m+w Jgj 4 ) r

—\r —Ar —Ar
COHlOIF:Ae —>F’=—A(x\e —1—6 )

r r 72

L=

ﬁ - 47TC_Z’J_A2 /oo ()\2 €—2>\fr B )\QRQ 6—2)\r N 2)\6—2)\7" B )\RQ 6—2)\r 6—2)\r R2 €—2>\fr)

m+w Jgo r 4 3 72 2 r3 4 b

El desarrollo de esta integral se encuentran en el Apendice [8.4] el resultado de esta
integral es la siguiente expresion

L 4@ A2 [ e R o MR o MR
Fi=—= (2

9 6
- o Vem

5.42
m + w ( )

Ahora hallemos F,, integrando por angulo, tenemos que:
4 z & / ! 2 / 2

F=—" / (F.F)R—+F.F LR | A
m+w [/ 4r 4r?

471_@ A2 o] 6—2)\r 6—2)\7" 6—2)\7' R2 6—2)\7" 6—2)\r R2
F, = z 272 AN— 3 —— (A 1——]|d
m+ w /R/2 {( r2 * r3 + r4 ) 4r ( 72 * r3 ) ( 47“2)} "

7 47TCLZA2 /oo ( )\672)\7" )\2R2 672)\7" 672)\7" 5)\R2 672)\1" 62)\r>

72 2 73 73 4 ré 7D

m +w R/2

El desarrollo de esta integral esta en el Apendice la expresiéon de F), esta dado por
Sma,A? A 1
F, = —Z2 M2 4 —
mtw. (R i 32)

_d 8ma, A% e M\
dR\ m+w R

(5.43)

De esta manera la fuerza de interaccién entre solitones espinoriales resulta ser de tipo
tensorial y depende de la orientacién de los espinores. Ademas la fuerza longitudinal (F,)
es semejante a la ley de Yukawa.

Como la fuerza longitudinal es proporcional al factor:

01 + 0o
2

ype|—m, ] 0;€[0,7]; (5.44)

a, = COS = COS
2
entonces, la fuerza maxima de atraccién se obtendra cuando los espines son paralelos,

orientados a lo largo de la linea que une sus centros, y dicha fuerza sera cero cuando
ambos espines sean paralelos y orientados en la direccion X o Y.
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Capitulo 6

INTERACCION DE DOS
VORTICES EN EL MODELO
NIELSEN - OLENSEN

En este capitulo se hallara la interaccion entre dos solitones o vortices en el modelo
Nielsen - Olensen en la direccion Z de la misma manera como se realizé en los capitulos
v [l con la condicién que estén los suficientemente separados; para ello haremos uso de
la Densidad Lagrangiana de dicho modelo , volvamos escribir dicha expresion

@ _EFWF“” + l(D“@*(Du?b)

A
4 2 4

(lp]> —n*)>.

Ahora para poder hallar dicha interaccién, primero se debe de encontrar la solucion
asintotica del modelo, es decir para r — oo. Teniendo en cuenta esto vamos a usar el
ansatz de Nielsen - Olensen para resolver este modelo, de acuerdo a [23] dicho ansatz es:

0
¢ = nf(r)e (6.1)
- v(r) .
A = Qeg. (62)
er
Donde f(r) y v(r) son funciones radiales sin dimensién (las dimensiones de ¢, A,, ny
e se encuentran en el Apéndice , hay que recordar que estas soluciones estan en
coordenadas polares, debido que nuestro modelo es un modelo en (2+1) dimensiones. Y
de acuerdo a nuestro ansatz estamos considerando campos independientes del tiempo y
con un campo gauge Ag = 0 como ya se menciono en la seccién (3.4)).

Reemplazando las soluciones (6.1]) y (6.2)) en las ecuaciones de movimiento ({3.45)) y (3.47)),
para si obtener las ecuaciones de movimiento en funcién de f(r) y v(r); dichas ecuaciones

SO1:

)+ o) - S8 ) ) - 0se) = 0 (63)
V() = () 7R o)) = 0 (6.4)

la demostracién de estas ecuaciones se encuentran en los Apéndices y [8.8
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Ahora si consideramos la siguiente relacién n?e? = 2, por lo tanto, de acuerdo a las
ecuaciones (3.52)) y (3.53) la relacién entre ellas sera:

2
mi 9
— = A 6.5
124 /'7 ? ( )

si llamamos 3 = An?, las ecuaciones diferenciales ((6.3)) y (6.4) serdn reescritas como:

f”(r) + %f%?“) _ (1 — U<T>)2

r2

fr) = B(fA(r)=Df(r) = 0 (6.6)
1

V(1) — =v'(r) +2(1 —o(r) f2(r) = 0. (6.7)
r
Analicemos estas dos ecuaciones para hallar las condiciones de frontera con un analisis a
simple vista. Si nosotros hacemos que r — 0, vemos que existiria términos que tenderian
al infinito, por lo tanto para que exista una solucién coherente, la condiciéon de frontera
debe ser

— 0
— 0

© ®
~— —

para r — 0.

Ahora si hacemos que r — oo, veremos que la condicién de frontera para que exista
una soluciéon coherente es

— 1 (6.10)
- 1 (6.11)
para r — oo.

Las soluciones asintdticas de f(r) y v(r) cuando r — oo puede ser obtenidas si noso-
tros usamos el ansatz [23]:

f — 1+44f (6.12)
v — 1+ dv, (6.13)

si se reemplaza este ansatz en las ecuaciones y , y sin tan solo tenemos en

cuenta los términos de ¢ f a primer orden y para el caso de dv considerando todos los
términos tendremos el siguiente sistema de ecuaciones (ver Apéndice y (8.10)):

N

_286f = 0 (6.14)
" — o 200 = 0. (6.15)

r

Para resolver la ecuacién (6.15]) se usara el siguiente ansatz [23]:

r2

Sv=e""r(cy + cor ) (6.16)
e igualando los coeficientes de e "r® y e"r®~1 a 0 (ver Apendice [8.11)), obtenemos

§v = cre” V2t (6.17)
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donde ¢; y ¢y son constantes {1, —1} [23]. Si ¢; = ¢,, entonces la solucién asintdtica de
v(r) sera igual a

o(r) = 1+ cpe V2 rt/? (6.18)

Ahora si sustituimos (6.17]) en (6.14) y usando un ansatz similar a (6.16)) para §f se

obtendra una solucion particular y homogénea para la ecuacion (6.14) cuando r > 1,
dicho resultado es (ver Apendice (8.12)):

e~ V2Br 2 e 2V2r
C —_—
SR

S5f = (6.19)

donde ¢f es una constante {1, —1} y las soluciones particular y homogénea son:

eim,r

\/77

2 —2v/2r
c, e ., .
Sfp = solucién particular.

2B —-4) r

O0fn = ¢

solucion homogénea

Analicemos la solucién §f, vemos por un simple andlisis que si § < 4 vemos que el
denominador del segundo término tenderia a infinito, por lo que seria razonable considerar
que 0f — O0fp, v si analizamos el caso cuando 5 > 4 el segundo término sera la que
predomina que la primera, por lo tanto, tendremos dos casos para la solucién df, las
cuales son:

5f — cfe_fr B <4 (6.20)
c2 e—2V2r
5f — —2<5v_4) - B> 4. (6.21)
Por lo cual, la solucién asintotica de f(r) sera igual a
1+cf€_mr si B<4
fr) = :/F o (6.22)
1—2(;”_4)6T si B> 4

Para hallar la interaccion entre dos solitones en la direccién Z, se analizara dos solitones
que forman un estado ligado de gran dimension R (R = ]fil + ég\ > 1) es decir muy
separadas entre ellas cuyos centros se encuentran en el eje Z, el diagrama de la disposicion
de estos solitones se muestra en la figura [6.1
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A
R
2
R
1
S4(z = 0) <\
7 2 :
T2
<
2

Figura 6.1: Disposicién de dos vortices que forman un estado ligado de radio muy largo
R =|R; + Rs| > 1, cuyos centros se encuentran en el eje Z y estan separados simétrica-
mente por el plano Z =0

La solucion cuasiestatica del sistema es aproximadamente la suma:

Si los vortices son iguales ¢ = ¢ = ¢, entonces el campo escalar del sistema ligado
(6.23) es ® = 2¢, entonces de acuerdo al ansatz (6.1]) se tendréd que

® = 2nf(r)e. (6.24)

Ahora como sabemos la ecuacion (2.69)) nos permitira hallar la interaccién en la direccién
Z entre dos solitones en una direccién deseada y como estamos considerando soluciones
cuasiestaticas entonces, la integral de dicha fuerza sera

TP == 7{7”“3 dSy,

como deseamos la interaccion solo en la direccién Z entonces, solo integraremos solo en
el plano Z = 0 (.S3), entonces la integral de la fuerza de interaccién es

F =~ / T3 dxdy. (6.25)

Ahora para hallar dicha fuerza antes debemos hallar el término 73 del Tensor Energia -
Momento, hallemos dicho término.

De acuerdo a (3.31)) el tensor T"” es escrito como
1
™ = S(D"®)"(D"®) + (D'@)(D"P)] - GapFHF" > — g &L,
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entonces, el termino 723 serd

1
T3 = 5[(D3<1>)*(D3<I>) 1+ (D3®)(D3®)*] — gugF3PF3* 4 2.
Pero como ® es una solucién en coordenadas polares por ello 83<I>‘Z:0, ademas A, no tiene
componentes en la direccién Z (Az = 0) entonces 9*A° = 0, por lo tanto, el término 73

sera igual a

™ =2. (6.26)

Vemos que el término 723 el cual nos permitird encontrar la fuerza de interaccion es igual a
la Densidad Lagrangiana, por lo tanto, debemos desarrollar dicha Densidad Lagrangiana
con un campo escalar igual a ® teniendo en cuenta que nosotros estamos usando la

configuraciéon de campos que fue planteado en (3.33)) y (3.34)), presentamos el desarrollo
de dicha Densidad Lagrangiana:

1

Z = _ZL(Fij)(F]) + §(D )" (D;®) — Z(|<I>|2 —4n?)?,
por la teoria electromagnética [16] tenemos que Fj; = €, By, entonces:
1 1 i Tk . i Ak . )\ 2 2\2
Z = _Z(eijkBk)(eilel) + 5(8 Q" 4 jeA'D*)(0;P — ieA;P) — Z(|<I>| —4n7)

1 1. . ‘ . ‘
L = _ZEijkEiﬂBkBl + 5[(81(1)*)(81@) — zeCDAl(ﬁzq)*) + ze(ID*Az(azCD) —+ e2A1Ai|<I>|2]—

A
2@ — 4y
por propiedad del tensor Levi - Civita €;;,€;;; = 205, entonces:

2
& = —% + %[—(Vd)*) (VD) + ie®(A - V) — jed*(A - VP) — > A2|D|?]—

A
2(|f? - 4Py

pero B=V x /T, entonces

|v X "Zﬂ? 1 * . 1 * T 2 12 2
2 = DD 4 (V) (V) + ied (4 VE*) — ied” (4 V) — 242 0f|—
A
X (0 — a2 (6.27)

Ahora que se pudo expresar la Densidad Lagrangiana en funcién de los campos A y P,
la integral de interacciéon sera la siguiente expresion

112
TP =~ / {—M + %[—(Vcb*) (V) +ie®(A - VO*) — ied* (A - V) — e A?|D|*]—

30 7oy
3 |V X /T|2 1 % . 1 * B (A 2 A2 2
T3 T_1_5[(V<I) ) (V®) —ie®(A - VO*) + ied*(A - V) + e A%|D|*]+
2(|(I)|2 —4772)2] dzdy,
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Se hace una observaciéon a la Densidad Lagrangiana ([6.27]), se ve que se coloco 4 al
coeficiente que multiplica a 1? en el término del potencial, el porque de este coeficiente
es para poder evitar la divergencia que ocurre en el iltimo término de la integral de

interaccion, ya que si no se coloca este coeficiente se tendria la siguiente integral.

[ a0r iy =2 [ - 12 andy =25 40460~ 1 dody

y como se puede apreciar esta integral diverge ya que se integra en todo el espacio, por

ello, es necesario que el coeficiente de n? sea 4 para evitar esta divergencia.

Los términos de la integral de interaccién en funcién de f(r) y v(r) son los siguientes:

R . . e, rég e,
e, Tég &,
0 0 0
- 1l o0 0 1= il “
VxA=-|—- — _—_|=-
X oy 20 22 . or 00 0z
A, rdy A, 0 r(M) 0
er
VxA= Y <T>éz;

er

i0 4 _f(r) i6 4

(V") - (V) = (277f/(7")ei6ér - 2@'77@6’%9) : (277]"’( )eé, + 2@77Te €q

(V@) - (V&) = dn” f2(r )+4772f2< ).

A Vo = _@Me—ie.

Siendo asf la integral .Z3 sera expresada en términos de las funciones f(r) y

siguiente manera:

v(r) de la

2i f(r)o(r) 6_2.9) .

- [ 3t ) S (212

S ) (EM) +5 (ﬂ) PO + 00—
T3 = /E (%)2 + 27 (f’Q(r) + @) - 2772% — 2n2w+

2P apa(20e) = 1) sy
SRt £8) g g,
)~

+4n* A(f2(r) — 1) }dmdy,
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ordenando y simplificando se obtendra:

7= [[5 (0) s (204 2O w2l ) 20
An*A(f2(r) — 1)2] dxdy

Se ha mencionado que para hallar la interaccién debemos integrar solo en el plano Z = 0,
entonces

dxdy = pdpd#,

de acuerdo a la figura |6.1| vemos que

entonces

por lo tanto
Por consiguiente
/ 2 2 2
7= [ (E2) v2r (200 + £ 2t ) - 20+

An*A(f2(r) — 1)2} rdrdf

F3 = /0% db /OO B (”;(:))2 + 2n? (f’Q(r) + fi(;)) + 2n2fi(2r> (v*(r) = 20(r))+

R

2

A*M(f2(r) — 1)?|rdr

F3 =21 [; E (U;(:))i+?n2 <f/2(r) + fjg))JJr 2 fj,gr) (v*(r) — 2@(7“))4+

-~
-~ -~

fln4/\(f2(r) - 1)2/} rdr. (6.28)

-

v

Enfatizando que las funciones f(r) y v(r) son las soluciones asintéticas del modelo, de
acuerdo a se ve que existe dos posibles casos para la funcién f(r), por ende la
integral tendra dos posibles soluciones. Dicha integral se ha dividido en cuatro
partes para que la soluciéon sea mas clara, en el desarrollo de estas integrales se usara
constantemente la siguiente integral

e—ar e dn 1 e—ar
/ 5= 2% ~ i (ﬁ) Ll—anﬂrmn (6.29)

ver Apéndice [8.13| El desarrollo de las integrales I, IT, IIT y IV (ver Apéndice
para § < 4y Apéndice para (3 > 4) considerando solo términos con un orden > —1

de r dado que r > 1, y el resultado de ([6.28)) para los dos posibles casos se muestran a
continuacion.
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a) Para 3 < 4:

2 —V2R
a3 _ Cy V2 -v2r € 2
F° =27 {—262 (—2 e - > +2n (ln(r)

+c

2 / _
OO+M6*\/@R 2@ +
R 2 )

2

2. /9 2 —(V2B+2V2)R/2
C”\/_e*‘/iR—i— 2cscy e
Vi+2)  RP

+

2n? (—ln(r) N +

vl

c 02\/_ —(vV2B+V2)R N 4¢3 —-3V2BR/2
L )+4n4A(—fﬁ B -vmn | A/Be +

AF+1) R 38 R

V2P eQmR) }
45 R ’

ordenando y agrupando se tendra que

2./2 8mn*Aciy/2
- (ch\/’ * 7“7%3@) o (27”720?\/%+ S AGVER) vy

2e2 B

8mnPesc? e (V2BH2V2)R/2 321t et/ B e 3V2BR/2 7ch e~ V2R R e‘V26R+
™mic
VB+2) R 38 RZ e R TR

271'772030012]\/5 e—(\/ﬁ-&-\/ﬁ)R 27-[-774)\04}18 23 e—ZWR
+
(VB+1) R p R

Teniendo en cuenta que S = A\n? y n?e? = 2, la expresién .Z?2 sera escrito como

8mntesc? e~ (V2B+2V2)R/2

5 2

4 (VB+2) R'2
327T7]203’c B ¢=3V2BR/2 7rn2012) e~ V2R 4 A 2 e MR—F
3 RI/2 2 R TR
2rPGeV2 e VIR s me R (6.30)
(VB+1) R R

Como se aprecia la expresion de la fuerza de interaccion ((6.30) es una expresion
muy larga pero podemos aproximarla a una funcién mas corta si analizamos cada
termino de la expresion e identificamos los términos que tienden més rapido a
cero. Nos podemos dar cuenta que los términos que tienden mas rapido a cero
son aquellos términos con R~ (n € Q) cuyos exponentes del numero e sean los
mas negativos posible, en consecuencia la expresion quedaria reducida a la
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siguiente expresion

93 57'('77 02\/_ —V3R I 1071'77202 \/—6 V2BR 7T77 C e —V2R
4 2 R
2 QQ_MR
dmncy (6.31)

R

2 R T B-12 R

N cg\/ie_ﬁR B A2 e_QﬁR n*\ck 26_2\/§R:|7
P 16—4) R B-4) R

2 2 —V2R oo o —2\/§R
F3=2n {i (ie_ﬂR - 6—) + 2n? (ln( ) 22 > +

ordenando y agrupando se obtendra que

PO Tc2\/2 -y WAR ﬂcg e~ V2R N 4rn*ciy2 B ancﬁ\/ﬁ+
e T o R B-42 (-4

27T774>\Ci\/§:| e"2V2R
R

(6—4)

Considerando que 3 = An? y n%e? = 2, la expresién .Z3 sera escrito como

P 57rn2cg\/§e_\/§R el e V2R Tamn?ct/2 V2
i GO A (G Ry ey
2mn?Bciy/2] e 2V2R
(8—4) R

+

(6.32)

Ahora que se hallé la fuerza de interaccion entre dos solitones para los dos casos ya
presentados, entonces podemos graficar dichas fuerzas en funcién de R, las graficas de
dichas fuerzas para ambos casos se presentan en la siguiente figura.
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Figura 6.2: Grafica de #3/n* vs R para 8 < 4 (curva azul) y 8 > 4 (curva roja)

De la figura [6.2] se puede apreciar que se trata de una fuerza de atraccién para ambos
casos. Haciendo un anédlisis de las curvas se aprecia que para el caso > 4 (curva roja)
la curva tiende mas rapido a cero que para el caso f < 4 (curva azul).

Entonces, recordando que 3 = m?%/m?, por lo tanto, de acuerdo al andlisis del grafi-
co podemos inferir que la interaccién sera mas intensa cuando

my < 2ma. (6.33)

En otras palabras sera mas intensa la fuerza de interaccién entre dos vortices cuando la
masa de Higgs sea menor y cercano al doble de la masa del campo gauge.

De acuerdo a nuestro ansatz (6.2)) para el campo A, podemos encontrar el campo magnéti-
co B asociado a dicho campo de acuerdo a la relacién

B =V x ff,
entonces
5o (1)
er
por lo tanto
B= “;(:)éz. (6.34)

De acuerdo a (|6.34]) vemos que el campo magnético B asociado a nuestro potencial vec-
torial A esta orientado en la direccién Z.
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Si aplicamos la divergencia al potencial vectorial A obtenemos que

- 10 [(v(r)
N P AN
v r@@(er)’

de modo que
V-A=0. (6.35)

La ecuacién (6.35)) corresponde al Gauge de Coulomb. Si aplicamos la Ley de Ampere-
Mazwell [16] (en unidades naturales):

. . OE
VXB—J‘FE,

teniendo en cuenta que E=0 y B=V x ff, se tendra que

—, -

Vx(VxA=J (6.36)
usando la identidad vectorial
V x (Vx A) =V(V-A) - V4, (6.37)

pero debido al Gauge de Coulomb (V - A= 0), la identidad vectorial (6.37)) se escribira

como

V x (Vx A)=-V4. (6.38)

Reemplazando ([6.36]) en (6.38) se tendrd la siguiente relacién

J=-V%4 (6.39)

sustituyendo la expresion del potencial vectorial ff, obtendremos la expresion de la den-

sidad de corriente:
- 1 [v(r)
J=——=-2" E. 6.40
- (=) e (6.40)

Acorde a (6.40)) vemos que alrededor de la ubicacién del solitén existe una corriente que
circula en la direccién ég.

De acuerdo a nuestra figura [6.1 hemos dispuesto dos solitones que estdn muy separadas
entre ellas y conforme a en cada ubicacién de los solitones circula una corriente
alrededor de ellas como se bosqueja en la figura [6.1, entonces la interaccién entre ellas
podemos compararlo con la interaccién entre dos espiras con corriente en el mismo sen-
tido de circulacién y muy alejadas entre ellas.

Entonces, analicemos la interaccion entre dos espiras con corriente en la misma direccién
muy alejadas entre ellas, que se estudia en la Teoria Electromagnética y compararemos
que tanto se asemeja a la interaccién entre dos vértices. Si tenemos una espira con co-
rriente de radio a como se representa en la figura [6.3] el objetivo sera hallar el campo
magnético producido por dicha espira en cualquier punto del espacio.
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@ Y

Figura 6.3: Espira de radio a ubicado en el plano XY en la cual circula una corriente 1.

De acuerdo a la Ley de Biot el campo magnético producido por la espira se obtiene a
partir de

B» Ho ]d_ZXF

- E g 7"3 . (641)

Donde dl es un vector de elemento de corriente el cual sefiala la direccién y sentido de la
corriente, y r es la distancia de la posicion del elemento de corriente al punto P donde
se calcula el campo magnético.

Acorde a la figura el punto P esta ubicado en la posicién (0,y,z) y el punto @

en donde esta ubicado el elemento de corriente esta en la posicién (acosé,asind,0), por
lo tanto

7= —acosti+ (y — asinb)] + zk y
dl = adbéy = —asin 6 dfi + a cos b dj.

Efectuando el producto vectorial dl x 7, se tendra las siguientes componentes del campo

2
B, — [L()ICZZ/ COSQd@
0

A7 r3
B, polaz /27T sir;@de
Am Jo T
BZ:/LUIG/%CL—ySin@d&
ar J, 73

Debido a la simetria axial la integral de B, = 0, debido que para cada elemento de
corriente dl existe otro simétrico al plano QYZ el cual anula la componente X del campo,
por lo tanto, solo tendremos dos componentes del campo uno a lo largo del eje de simetria
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Z B, y la otra en la direccién radial B,

By:/mfaz/”/2 sin 0 . &0

21 J 5 (a2 + y? + 2% — 2aysin )3/

Bzzuola/”/z a — ysinf . g0,
210 J_nsp (@® + 92 + 22 — 2aysin 0)3/2

Si consideramos que el punto P esta lo suficientemente lejos de la espira, se cumplira que
22+ y? > a,

si denominamos
r =22+ y>

Entonces, los denominadores de las integrales de las componentes del campo magnético
B se puede aproximar como

2ay sin g\ /2 S sin 0\ /2
(a* + 7 — 2aysin ) /% ~ r73 <1 e L S;n ) D (1 2R s;n ) :
r r

Por lo tanto, las componentes del campo B se aproximaran a las siguientes componentes:

/2 ; /2 -2
B, ~ uofaz/ 1 (1+3aysm«9> Sinfdd — ,uolaz/ <Sm9+3aysm 9) "

2 J g 1? r2 2mr3 )0 r2

w/2 2
= polaz {— cosf + Say (9 — 1s.in 29)} = pola (i’)y_z)

2773 272 2 )2 493 r2

w/2 _ . .
B. ~ uola/ (a yfsme) (1 N 3aysm0) 50

21 J o r3 r?
la [T 3a’ysinf  3ay®sin® ¢
—goz/ (a—ysin9—|— ay2sm U s21n )d@
LA r r
w/2
_ pola 3a’ycosf  3ay? 1.
=503 {a@—i—ycosﬁ — - — 52 0 — 5 sin 20 o

B pola? 1 3y? B pola® (32* 1

3 2r2 ) Ap3 r2 '
Por ello, las componentes del campo magnético de una espira para puntos alejados (r > a)
de ella seran aproximadamente igual a

pola® (3yz
 pola? 39\ | pola® (327
B = (1 ) =B (5 -1) (6.43)

Si utilizamos el concepto de momento dipolar magnético, entonces el momento dipolar de
la espira sera 1 = ma?lk y apunta en la direccién Z como se muestra en la figura 6.4
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Por lo tanto, usando el concepto de momento dipolar magnético, las dos componentes del
campo magnético B, y B, en el punto P(y, z) se puede expresar en una unica expresion

= pig 3(m - F)F — P

B 6.44
47 rd ( )
A
,,,,,,,,,, : P
7
T?L/\ ¢ 3
1 Y

Figura 6.4: Dipolo magnético con un momento igual a m.

Si analizamos dos espiras en planos paralelos con un eje comun en Z distanciadas una
distancia z mucho mayor a los radios de cada una de las espiras, donde en una espira
de radio a circula una corriente I; y en la otra espira de radio b circula una corriente
I, ademas las corrientes en cada una de ellas circulan en la misma direcciéon como se
representa en la figura [6.5]

I

Figura 6.5: Interaccion entre dos espiras en planos paralelos en las cuales circulan co-
rrientes en la misma direccién separadas una distancia z la cual es mucho mayor a las
dimensiones de las espiras.

La fuerza de Lorentz que ejerce el campo magnético que produce la espira de radio a
sobre la espira de radio b en la que circula una corriente I, estara dado por la expresion

ﬁ:%bﬂxi (6.45)
C
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Como se comprobo la espira de radio a produce un campo magnético con una componente
enZ B, y una componente radial B La fuerza que produce la componente B, produce
una fuerza en la direccién radial F,,7 pero, debido a la simetria axial la fuerza neta en la
direccion radial sera cero.

La fuerza que produce la componente B, produce una fuerza en la direccién Z, y es-
ta fuerza es una fuerza de atraccion. Si las corrientes tendrian sentidos contrarios esta
fuerza seria de repulsion, esta fuerza de atraccion es igual a

Ezh%ﬂxﬂ
C
2
:12/ bdféy x B,é,
0
= 2rLbB,é. (6.46)

Como estamos considerando que ambas espiras estan muy alejadas entre ellas, la espira de
radio a la aproximamos a un dipolo magnético, por lo tanto, introduzcamos la componente
radial del campo magnético B, (6.42)) con y = b en ((6.46)), la fuerza de atraccién sera
igual a

= 3bz
F, = =2rLb | poly a*———— ) &,
: (”0 : 4(¢m>5)
3z

= —polL [La*b* T —————¢,. 6.47
pol T T (6.47)
Si supongamos que ambas espiras tienen el mismo radio a y si definimos el cociente
v = z/a, la expresién de F, en la aproximacién de dipolo magnético estard expresada

como
3T vy

2 (VPP

La representacion de esta fuerza en funcién de v se muestra en la siguiente figura

Fz = [L()Illg (648)

10 Fuerzas entre dos espiras aproximacion dipolar

Figura 6.6: Gréfica de la fuerza entre dos espiras de igual radio en la aproximacion dipolar.
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Haciendo la comparacién entre las graficas N para poder observar que tanto
coinciden entre ellas, el cual se muestra en la siguiente imagen

Fuerza de interaccion
100 T T T T T T T T T

interaccion entre 2 vortices
interaccion entre 2 espiras aprox. dipolar

90

80 .

70 .

60

L 50 - _

40

30
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Figura 6.7: Grafica de comparacién entre las graficas de la interacciéon entre 2 vértices y
la interaccién entre 2 espiras en la aproximacion dipolar (dipolos magnéticos).

De acuerdo a [6.7] se aprecia que la grafica de la interaccién entre dos espiras en la
aproximacién dipolar sera similar bajo ciertas valores de corriente a la grafica de la in-
teraccién entre dos vértices cuando v = r/a > 1.

Es decir, que la interaccion entre dos vortices es aproximadamente similar a la inter-

accion entre dos dipolos magnéticos, cuando la separacién entre estos dos dipolos sea
mucho mayor a las dimensiones de cada una de ellas.
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Capitulo 7

CONCLUSIONES Y
PERSPECTIVAS

A lo largo del desarrollo de esta tesis, hemos estudiado y hallado la interaccién con
ayuda del Tensor Energia - Momento entre dos solitones en modelos no lineales que ad-
miten una solucion tipo solitén, dichos solitones eran las soluciones asintéticas de cada
modelo estudiado.

En los capitulos [1] y 2 hemos expuesta la historia, los hallazgos, la importancia de la
teoria de solitones como modelos de particulas y la teoria necesaria para el desarrollo de
esta tesis.

En el capitulo presentamos el Modelo de Nielsen - Olensen en la cual existe una
solucién tipo solitén llamado vértice, en este capitulo también se desarrollo la condicion
necesaria para que exista una ruptura espontanea de la simetria y pueda existir una so-
lucién solitén. Asi como también la demostracion de la estabilidad de estas soluciones a
través del Teorema de Derrick, la demostracion de las ecuaciones de movimiento (,
(3.47))), el desarrollo del Tensor Energia - Momento que fue indispensable para el
desarrollo del capitulo [6] y la explicacién del Mecanismo de Higgs para dicho modelo con
el fin de hallar las masas del Campo de Higgs y del Campo Gauge (3.52)).

Ya en el capitulo [4| se empezd a estudiar la interaccién asintética entre dos solitones
en un modelo basado en la Ecuacion No Lineal de Klein - Gordon. Este capitulo se divi-
di6 en dos casos; si el campo era simétrico con respecto a la transformacion z — —z las
solitones eran simétricos en caso contrario serian solitones asimétricos. Para ambos casos
se pudo hallar la interaccién entre dos solitones en la direccién Z, la cual presenta un po-
tencial similar al Potencial de Yukawa, el cual es un potencial que describe la interaccion
nuclear fuerte. Si bien la Ecuacién de Klein - Gordon describe particulas con espin igual
0 por ejemplo a los mesones (boson) que responden a la interaccién nuclear fuerte. Por lo
tanto, podemos concluir que los solitones son buenos modelos para la interaccién nuclear
fuerte.

En el capitulo 5] se sigui6 con el objetivo de hallar la interacciéon entre dos solitones
en El Modelo de Soler, a diferencia del capitulo 4] aqui los solitones presentan espin ya
que la Ecuacién de Dirac No Lineal describe a las particulas de espin 1/2. Para hallar
la interaccion en la direccién Z entre dos solitones en este modelo hemos considerado
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como en el caso anterior que los centros de los solitones se encuentran a lo largo del eje
7y que estan separadas una distancia mucho mayor a las dimensiones de cada solitén.
En este caso se encontré una fuerza perpendicular que une sus centros a (5.42) y una
fuerza longitudinal F, , lo interesante de estos resultados es la expresién de F,. A
diferencia del capitulo [4] la orientacién de los espines de cada solitén afecta la intensidad
de la interaccién de acuerdo al factor a, que esta presente en la expresion de F,.
La tnica similitud que existe con respecto al capitulo anterior es la semejanza que existe
entre I, y la Interaccién de Yukawa, de acuerdo a [2] vemos que la Interaccién de Yukawa
es un potencial que puede describir la interaccién nuclear fuerte entre nucleones (protones
y neutrones) mediada por los mesones (bosén) como particulas portadoras. Por lo tanto,
podemos concluir que los solitones son buenos modelos para describir a los bosones, como
particulas intermediarias en la interaccién nuclear fuerte. Y la fuerza de interaccién en
la direccién Z sera maxima cuando los espines sean paralelos y orientados a lo largo de
la linea que une sus centros (eje Z), y sera cero cuando ambos espines sean paralelos y
orientados en la direccién X o Y.

Por tltimo en el capitulo [6] que fue el capitulo principal de esta tesis. Igual que en
los capitulos [4 y [f] el objetivo fue hallar la interaccién asintética de dos solitones en la
direccion Z. La configuracién de dichos solitones o vértices en este caso fue igual que en
los casos anteriores donde el centro de cada solitéon estan a lo largo del eje Z y la sepa-
racion entre ellos es mayor a la dimensién de cada uno de ellos. El tinico inconveniente
para hallar la fuerza de interaccién fue en el iltimo término de la integral , en la
cual se tuvo la necesidad de cambiar el coeficiente del vacio del potencial por el nimero
4 para asi evitar divergencias al momento de desarrollar esta integral. Para el desarrollo
de la integral se uso las soluciones asintéticas (f(r),v(r)) del modelo de Nielsen
- Olensen, debido a esto el resultado de la fuerza de interaccion se dividié en dos casos:
para 5 < 4 y para § > 4. Donde (3 es un resultado hallado en el capitulo |3| que representa
la relacion entre las masas del Campo de Higgs (my) y del Campo Gauge (m4). Se de-
terminé que la fuerza de interaccion para ambos casos es una fuerza de atraccién y sera
mas intensa cuando § < 4 es decir cuando my < 2m 4. De acuerdo, al ansatz de Nielsen
- Olensen hemos demostrado que presenta un Gauge de Coulomb, lo cual lleva a la
existencia de una corriente J , el cual es una corriente que circula alrededor de la
ubicacién del soliton. La caracteristica de esta corriente que circula alrededor del solitén,
nos da la idéa que es similar a una espira con corriente, por ello se realizo una analogia
con la fuerza de dos espiras en las cuales circulan corrientes en la misma direccién se-
paradas una distancia mayor al radio de cada espira, o en otras palabras la interaccion
entre dos dipolos magnéticos. Se concluye que es posible realizar cierta semajanza entre
la interaccion entre dos vértices y la interaccion entre dos dipolos bajo ciertos valores
de corriente, siempre en cuando la separacion entre estos dipolos sea mucho mayor a las
dimensiones de cada una de ellas.
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Capitulo 8

APENDICE

8.1. APENDICE 1

Encontremos la ecuacion:

0L 07

RO T

con:
Z = — (00 = PA)0u A — 05 A0) + 5(0ud — e Aud) (06" + ieA0") — V (1),

0L
para que la resolucion sea mas clara hallaremos prlmero 2y despues 3 50, A7)

a. Hallando gﬁ :

ie¢0,¢ — iegd,¢" + ¢*|¢|*(24a0)]
ie* 0, ¢ — ie¢d,¢" + 2¢°|¢|*A,)

= (60,0 — 60,¢" — 2ielg|A,)

- ie[( 0,6 — ieA,0)¢" — (D,6" +icA,¢")9)
=5[< V9)8" — (D) ¢

0L
Fy %[( Ou® — 1€An0) (0% + ieA%P")]
:% (000" ¢" + e A% G D0t — i€ Agd" 9" + * A A%|]?)
1 * (Aa) . leY ( Oé) 2 2 (A Aa):|
_ oo, 9
5 |ie00u0gi 3 —ieodr s GoeL 4 o T
L g ca s 0 9(Aa) O(A?)
5 eqb OCQbCS Ze¢aa¢ 51/ 2|§b|2 |:A 8(Ay> Aam}}
1
o !
1
T2
7€
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b. Hallando 8(&

9, AV) "
SO~ 157 (e — 044 0" A% = 07

:_%@;&%@WM—Q@WM—%%WM+%@WM)

:-—i éxaiAQ(ﬁgAﬂﬁaAﬁ)—éxaiAw(ﬁaAﬁaﬁAg)——gaiéiﬁ(ﬁﬁAaaaAﬁ)
+ %(8514&8514&)

A st
RV e

:—5%&ﬂ%+y%%£—%%%ﬁ—%#ﬁ@—%@%ﬁ

— g AT + S4820° A + O Au8452)
:—5wm+wm—@N—@M—@M—@M+wm+wm)
= (9, A" — "A,).

Entonces la ecuacién de campo sera:
S(D.)6" — (D)) = 9,(9,4" — 9A,) =0
SUD.0)s" — (Dy6)'6] - (9,4, — 9, A,) = 0

D)6 — (D) 6] ~ Fop =

hagamos el cambio 4 — v y v — pu, entonces:

8VF;U/ = %[(Du¢)¢* - (DH¢>*¢]

8.2. APENDICE 2

Encontremos la ecuacion:

0Z 0Z

e P S
99 "0(0.0)

con:
1 a AB 8 A 1 ; QK g A LK A 2 232
£ = X0 a =0 40,4503 + 2 00— At 06" +icA ) = 20 PP
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entonces

1€ Q Lk . Lk * 1 o Lk ; Q [k 0

= 5 Aa(070" + ieA¢") = D" (|0 — 1) = O, [5(3 oA )
. )\ a a aa

— S A0 +ieA§) = ST (0 — ) = L [(5%* + Z'GA%*)aEaMg
. A 0

= DA +i0A%67) = S0 (0 — 1) = L[(0°9" + deA"d")68] =0

—ieA,(0"¢" +ieAre") = \o*(|9]* — n?) — 0,(0"¢" +ieAl¢") = 0
—ieA, 0" + A ARG — Nt (|0 — n?) — 0,0"¢" — icd,(AFPY) =

- Acb (16> = n%) = 0,0"" + ied, (A ¢") + ieA,"¢" — e2A, Al¢*
& (10> — %) = (0, + ieA,)(0"¢" + icAFg")

- A¢> (16* = 1%) = (9, + ieA,) (9" + ieA")p"

= 26" (lo* = %) = (9, +zeA )2

— X" (|0]> = n?) = (D})*¢

8.3. APENDICE 3

Encontremos la ecuacion:
0¥ 0%
— —0,—— =0,
06"~ (0,07

con:

L= A AN Doy — D5A) 4 (06— i0A) (006" ieAus) — (6~

entonces

ie N e A 9 9 1 ., e 0 .
5 A0 = 10A%0) = SO0 1) = 0, | 500 — ie*0) 5 00
0(0,0")

5 A0 = i0A°0) = o101 =) = [ (06 — Ao 5]
© Aul0°0 — icA™6) — Jo(0 —1P) ~ % (076 — ieA"0)0%] = 0
oA (0 — ieA"6) — Mo([of? — 1) — (06 — ieA"0) = 0

ieA, 0" + A, A ) — o (|6]* — ) — 9,0" ¢ + ied, (A*d) = 0
—Xo(|p]* —n?) =0 0 — ied, (AY ) —ieA, oMo — ezAuA“gﬁ
GO 1) = (0, — ied, 6 — i)

Ao (0 ) =
— A" (Ig* = n)
A" (f )

(0, —ieA,) (0" —ieA")¢
(0 — ieA,)¢
(D)*¢
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8.4. APENDICE 4

Desarrollo de las integrales para hallar 2

1
m+ w

2 47T5L’LA2 /oo (/\2 o2 B A2R2 g2\ N e~ \R2 2 N e~2\ 2 ezxr>dr

desarrollando las integrales tenemos :

= [ - o ()
= L o e oo ()
i = [ i o ()

) = A i w0 ()

o] 6—2)\7' €—>\R 6—)\R €_>\R
V) — YL o)
V) /R/2 B R NR ( R )

0o R2 672)\r efAR efAR efAR
I = = =4 2
VI /R/2 45 s e +O< RS )

—AR

donde O es una funcion que depende del termino , el cual se despreciara ya que R

Rb
es muy grande.

Por lo tanto al reemplazar (1), (I1), (I11),(IV), (V) y (VI) en la expresién de F |, obte-
nemos la siguiente expresion.

F_l _ 47TEL]_A2 26—)\}% 2€—>\R N 6€—>\R
R? AR3 AZR4

m+w

8.5. APENDICE 5

Desarrollo de la integrales para hallar £,

o 47.{.0/2142 /oo (_ )\6—2)\r N )\QRQ 6—2)\r B 6—2/\7" N 5)\R2 6—2)\7’ N R2 6—2)\7’)

z 2 3 3 4 5
m+w Jr r 2 r r 4 7 r
—_—— — Y Y—/, — —
(4) (B) (©) (D) (E)
o R
Al momento al desarrollar solo vamos a considerar hasta los términos que tengan 72

los demas términos se despreciara ya que R es muy grande, teniendo esto en cuenta solo
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se considera las siguientes integrales:
00 6—2)\7' e—)\R e—)\R
A) = A =2 0 -
) /R/2 r R? - ( R? )
00 /\2R2 —2\r —AR —AR —AR
(B) = / SR § W Ly,
rpp 2 13 R R? R3

o0 2 —2\r “AR ~AR
(D) — / S5AR%e _ 108 +O(e )
R/2

4 R? R3
“AR

R3
y (D) en la expresién de F,, obtenemos la siguiente expresion.

8mra,A? A 1
FZ — z —AR
mtw (R+RJ

8.6. APENDICE 6

Despreciando la funciéon O

por lo ya mencionado antes y reemplazando (A), (B)

Por definicién:

- [zav

Pero [L] = 1, por lo tanto [.£] = L°

Sea:
1 1 A
D%:__FVF;W Z| D 2_ - 2 2)\2
entonces
1. [F,) =L7%?

0,A, — 0,4, = F,,

04 Au] = [Fpu]
[0u][AL] = [F]
L~ [ V] L™ 3/2

] = L-1/2

A
2. [Du¢] =L

(Oup —ieA,¢) = D¢

[0u0] = [Dy9]
[ ul[¢] = [Dyg]
el =17 e
[¢] =LY%
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Ademas

[ieA,¢] = [D,¢)

[i][e][Au] 0] = [D,9]

1] [-1/2.-1/2 — [-3/2
le] = L2,

3. [3(6P —n)?] =L7°

Ademas

8.7. APENDICE 7

Sea la ecuacién de movimiento:

—A(|0]* —n*) = (Du)*¢,

estamos considerando campos independientes del tiempo por lo tanto la ecuacion sera
reescrita como

—Ao([o]? —n?) = (Di)?,
desarrollemos esta ecuacion
—2p(|¢1> = 0°) = (0; — ieA;)(0'¢ — ieA'9)
—A(|9]* = n?) = 0;(0'¢) — ied;(A'd) — ieA;Dip — € A; A’
“X(|p]* — n?) = —V2p +ieV - (Ap) + ieA - Vo + 2| A%

Utilizando coordenadas polares, donde:

V= ea +_% Y,

2 10 (0) 10
v  ror 87“ +r2892’

por lo tanto usando el ansatz de Nielsen-Olensen ¢ = nf(r)e? y A =

v(r) .

——=¢y, tendremos:
,
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. 13( @) L 1% V. (ig) = 1.2 (nf(r)v(r)ew)

ror r@r r2 002 "~ r oo er
N 1 o N i0 o i0
= 25+ e = (e = L rre(r)e

Reemplazando en la ecuacién de movimiento se tendra:

“Mf () (P () = ) = = () ")+ ST = (e = L fr)o(re+

ST,
simplificando:
M) = 1) =~ )+ 28— 2 ey + L2
MPFOE) 1) = (70 )+ L1 2w +020)
NP 1) = () ) + L
ordenando:
pr+ 20 CZ O 0y () - ) =0

8.8. APENDICE 8
Sea la ecuacion de movimiento:
0 o = S1(D,0)6" — (D)),

consideramos campos independientes del tiempo y con un campo gauge Ag = 0, la anterior
ecuacion sera reescrita como

1 ie * *
dFij = 5[(Dz¢)¢ — (Di®)* 9],
desarrollemos esta ecuacion

P (0;A; — 0;4;) = %e[(aigb —ieA;p)p" — (00" +ieAip™)¢]
0(0,4;) — 09(0; A1) = S1(0:9)6" — (916")0 — 2ieAilof)
0.9 4;) — (9,4 = S [(0:6)0" — (0:6")6 — 2ie Aol
V(Y- A)+ VA= S((V9)g" — (V6")o — 2ieAlof]

Usando el ansatz de Nielsen-Olensen ¢ = nf(r)e? y A = Még, donde:
er

g = —sinfi+ cosfj,
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utilizando coordenadas polares tendremos que:

1 9%A
r2 00?

0A
" or

10

-
A=-
v ror

(%)

100 (v \] 18 (v,
“ror |Tor Uer 12902 \ er
LD [0 (w0, , vk, )%
~eror _T ar \r ) r o or er3 00?
_ 1o O (v, v(r) .
| () )] - G
Lo (V) w(r)) . v(r) .

JE_T<7" T ) T e
1o, . v, v(r) .
= e |1 =) =
1oV (r). 0ég 0 [v(r)) . v(r)dég
“o | or 69“(”5‘5(7 -
_ L, Vir) o)\ ] ., _er),
" er (T)—(r 2 T e !
1, V'(r) o)) . w(r).
B R H—J%—?ea
. 1 1" B v’ T) ~
= o (U (7’) , )69.

y
- d (v(r)
VA=V {;% <—ﬂ

=0

Retornando a la ecuacién de movimiento se tendra

(e + Ling ) nre?

= (e o) = Ling e ) uf(r)e” - 2ie

= (w0 -2t (M) - 2

simplificando y factorizando

ey - VO

_ v

V" (r)

8.9. APENDICE 9

Reemplacemos el ansatz f — 1+0f y v —

f”(?”) + %f/(r) . (1 - U(T))2

r

82

+ 02 fAr) (1 —w

f(r)

~

€o

Pryoln))

2

=n’e’f*(r)(v(r) — 1)

(r)) =0

1 4+ dv en la ecuacién

— B(f*(r) = 1)f(r)

0,

v(r) s

ers

o(r) o

n
er

J2(r)éq



entonces:

Yawapy - S0P 0 sy - s+ a7 - D0+ a0 =0
o'+ 2L O gy~ pass + 05+ o) =0,

(1+6f)"+

despreciemos los términos de § f de orden mayor a uno

r r r
/ 2
5f”+ﬁ—(5“2> —286f =0
r r
of _ (0v)?

r T

8.10. APENDICE 10

Reemplacemos el ansatz f — 14+ 0f y v — 1 + dv en la ecuacion

V() — ~0(r) + 21— v(r) () = O,

r

entonces

1(1+(5v)'+2(1—1—51})(1+5f)2:O

1 //__
(1+ ov) .

/

ov’ — 57U —20v(14+26f) =0

51}"—571}—2(51)—451)5sz

6/
5U”——U—25v:O
r

8.11. APENDICE 11
Reemplacemos el ansatz
6v = e 1%y +1r7tey)

en la ecuacién 5
v

" — — —20v =0,
r

por lo tanto del ansatz se tendra que:

Sv' = —Ee T (eyr® 4 cor® N 4+ e ac T + (@ — 1)epr® 2

Sv" = 27 (e + cer®h) — e ac T + (@ — 1)epr® T —
e ey r® ™t + (a0 — Dear® 2] + e ala — Der® 2 4 (a — 1) (a — 2)cr®™?]
= 27 (e + cer®) — 26 ey 4 (o0 — 1) er® 2+
e a(a — D)eyr®™? + (a — 1) (a — 2)eor® ™3]
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Reemplazando dv" y 6v” en la ecuacion diferencial:
0= (crr® + cor*™ ) — 26 lacy ™ + (@ — 1)epr® 2]+

e o — Derr®? 4 (a — 1) (a — 2)cor® 3] + e (er®™! + cer®?) —

e acim? 4 (o — 1)eor® ™) — 25 (er® + cor®™h)
agrupando y ordenando:
0= (% — 2cl)e’5Tfro‘ + (E%cy — 2€acy + ey — 202)67&7&714—

[—26(a — 1)y + ala — 1)eg + Eey — acy]e ™2 4 [(a — 1) (a — 2)ey — (o — 1)cpe™ro ™3
igualando a cero los coeficientes de e=¢ 7% y e=&Tpe!
5201 — 201 =0

£=2

£%cy — 2bac) + €y —2c5 =0, pero 2 =2
—250&61 + 501 =0

—20+1=0
1

a=—.
2

Pero como estamos considerando una solucién cuando r > 1, entonces podemos despre-
ciar los términos que contengan a r con un orden negativo, por ello dv se aproximara
a:

ov — cleﬂ@ﬂrl/2

8.12. APENDICE 12

Resolvemos la ecuacion:

of ov)?
r r
reemplacemos la solucién dv, entonces:
SF —2V/2r
5+ 2L apsr =t

de modo que debemos hallar la solucion homogénea y particular de la ecuacion.

* Hallemos la soluciéon homogénea:

Sf

8f" + = —286f =0

para ello usaremos el ansatz

O0f =e "r¥(es + r_lc4),
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entonces tendremos

Of = —ve " (e3r® + 047‘“’_1) +e " [wc;),rw_l + (w— 1)047‘“’_2]

Sf" =2 M (e3r® + cqr® ) — 27ve " wesr T 4 (w — 1)egr? )+

e w(w — 1)esr ™2 4+ (w — 1) (w — 2)egr® 3.
Reemplacemos df" y § f” en la ecuacién diferencial homogénea:

0 =2 " (esr + ey — 2ye M wesr? T 4 (w — 1)egr 2+
e w(w — 1)esr 2 4+ (w — 1) (w — 2)ear® ™3] — ye " (esr ™! 4 ey ™)+

e wesr? ™2 4 (w — 1)egr® %] — 28e7 7 (esr + cqr? )
agrupando y ordenando:

0= (y%es = 2Be3)e ™71 + (YPea — 2qwes — ez — 2Beq)e” 1
{_2’}/(&1 — 1>C4 + CU(CL) — 1)(}3 — yCy4 — WCg]eifyrrw*z_F
[(W - 1>(w — 2)04 + (w — 1)04]6_77"7“‘”_3

igualando los coeficientes de e ™71 y e 7"r“~1 a cero se tendra:

v?c3 —2Be3 =0

v =128

Yoy — 2ywes — ves — 20cy =0, pero =20
—2ywez — yes =0
2w+1=0
1

W= —=.

2

Pero como estamos considerando una soluciéon cuando r > 1, entonces podemos
despreciar los términos que contengan a 7 con un orden negativo, por ello si c3 = ¢y
entonces 0 f se aproximara a:

6*\/%7'

\/F

6fh — Cf

Hallemos la solucién particular, sea la solucién particular:

012) 6—2\/§r

kgm0

5f =

encontremos las constantes k£ y m, de la solucién particular tenemos que

< N

C

5f/ _ (_2\/56—2\/57"7,—711 . me—Zﬂrr—m—l)

|
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[8 —2/2r —m+2\/_m6 Vor —m—l_’_2\/§me—2\/§rr—m—l+

m(m + 1)672\/5717“77”72]

2
5//:_1;
/ k

/\

2
f[8 —2v/2r 7m+4\/_me 2 2rr7m71_|_ (m+1) 2\/7" —m— 2]

Reemplacemos 0 f" y 6 f” en la ecuacién diferencial:

6—2\/§r c2
012] - :f[s —2fr —m_|_4\/_m6—2\fr —ml_I_ (m+1) —2fr —m— 2]_|_
c2 2 —2/2r
Ev( 2\/_6—2\f7’ -m—1 6—2\/§r7,—m—2) —2/8%6 .

factorizando y ordenando:

%:Lm 8—2B+4\/_m 2\/_ m(m+1) —m

r2
~

~0

[ J/

24~

Pero como debemos encontrar una solucién cuando r > 1, entonces el tercer y cuar-
to termino de la parte derecha de la ecuacion podemos despreciarlo, en consecuencia
se tendra:
8 —2p

krm

1
r
por lo tanto

Entonces la solucion particular sera aproximadamente igual a

e efzﬁr

Ofp — — =
R
De modo que la solucion de  f sera igual a
—\/2Br 2 6—2\/57"

(Sf:(th+5fp;cf€\/F Ty

8.13. APENDICE 13

Desarrollando la integral




usando integracién por partes se tendra:

/ e—ar y 1 eor 5 e—ar
r=—— - —

rB a rb o ) rotl
B 1 efar 5 1 efar (5 + 1) efar d
T ar a\ arftl a rb+2 "
B 1e 9T 6 e—ar ﬁ(ﬁ + 1) e—ar
o 1P + a2 B+l + a? /Tﬁ+2 dr
B 1 e—ar ﬁ e—ocr ﬁ(ﬂ _|_ 1) 1 e—ocr (ﬁ + 2) e—ocr
_a T'B T ?rﬂ+1 + a2 _ETB+2 o o rB+3 dr
B 1 e—oz'r’ 6 e—a'r ﬁ(ﬁ + 1) e—a'r B(ﬁ + 1)(5 + 2) e—ar
T a8 2B+ T T o3 B2 o3 rB+3
R SNE eor
N L= dkn \KP ) |y antipfen
8.14. APENDICE 14
o0 1 / 2
i. Desarrollo de la integral I = / — <M> rdr:
i 2 er
Reemplazando la funcién v(r) = 1 + ¢,eV2r1/2, entonces:
g o0 (_\/56_‘/5”“1/24- %e—\/irr—l/Q)?
[=-2% d
2¢2 r "
R
2
2 2e~2V2ry _ \[2e"2V2r 4 Lo—2V2rp—1
=2 4 dr
2¢2 r
R
2
012) —2\/§r 6—2\/§'r 1 6_2\/§T
T 2¢2 (QW—’G - V2 r +é_1 r2 ) ar,

como se esta considerando que r > 1 por lo tanto el ultimo termino de la integral
sea aproxima a cero, entonces sean las integrales:

A=2 /OO eV dr =2 (—Le%ﬁT) ) = @67\/53;
2 2v2 .
e’} 672\/57“ 1 672\/51" 1 672\/57" &0
Bz\/ﬁé " cl7"=\/§(—2\/§ " +(2\/§>2 3 —|—...>R
~ ~~ - 2
~0
V2 <_L6W> ¥ _enn
2\/§ r R R




Entonces
2e2 2 R

ii. Desarrollo de la integral 1T = / 2n? (f’z(r) +
R r
efmr

2

Reemplazando la funcién f(r) =1+ ¢;

1
=cy < /9 6 \/77‘ -1/2 26_mr7"_3/2) 7

£

para § < 4, entonces:

1
f2r) =¢; <256_2m’7’1 /202 Z—Le—gm"r—?’) y
fAr)=1+ 2Cf€7mT7’71/2 + c?edmﬁ"’l.
Por lo tanto la integral II sera expresada como
72\/7r 72\/77“ 2 o—2V2Br 1 —V/2B8r
— 2 2 Fe€ e
I =2n <20f5 +Crv 26 2 +Z 3 +73+20f757+
—2\/77’)
V208r C 6—2\/277“ 1 e—\/ﬁr
—2\/7r
(2" . v A
~0 ~0
72rr
) dr
H/—’
72\/77“
( | agpi s B
\7;./ %/—/ ~— _
A c
desarrollando la integral A, B y C se obtiene que:
(o) d o0
A :/ o In(r)| ;
R T R
2 2
00 o] 2 /
B = 20?6/ e 2V g — 20?6 <——1 e_zm’) = Crver 25@—m3
R 2283 n 2
—2\/77“ 1 e—%/ﬁr 1 e—2 28r
2
C'=cpV2 dr = cp\/26 | — + + ...
! / ! B{ 228 | (2v2B)? 1 }
~0

e~V |% | —VEBR

_CfJ_< PN A R
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O R

R

Entonces
o0 c2./2 —V2BR
II — 2772 (ln(r) + fTﬁe—mR 2 (& )

2

o0 2
iii. Desarrollando la integral 111 = / 2772f—(2r)(1)2(r) —20(r)) rdr:
R r

2

efmr
Reemplazando las funcién f(r) = 1+c¢; para 3 S4dyo(r) =1 +e e VEpl/2,
T
entonces:
1 —V2r 228
11l = 2772 (; + 2cf€T3/2 n C?e - ) (1 i 2cve_\/§rr1/2 + Cge—Qx/irr_

wlm

2 — 2cve‘/§r7’1/2> dr

o0

1 e—V2Br e—2V2Br s
= 2 (; + 20— + G ) (—1 + 2o V2 r) dr
R
2
9,2 2 —2v/2r 2 2
=2 (—; +cye — 2¢f a7 +2crc; Yz R A +
B —
2 ~0 ~0
c?ccz—) dr
r
1 e~ (V2B+2v2)r e~ (2V2B+2v2)r
= 27 D p eV 4 2cpCt——— + 0?62— dr,
T Ne—— Y rl/2 Y r
2 A C D
desarrollando las integrales A, B, C'y D, se tendra que:
o0 d oo
A:—/ —r:—ln(r) :
R T R
2 2
R Y G e
v % v 2\/§ % 4 ’
, [ e~ (VZB+2v2)r ) -1 e~ (VZB+2v2)r
C’z?cfc,u/ Tdercfcv{ 73 +
gy (V2B +2v2) Y
+ ...
2(v28 +2v2)2 13?2 } r
~0

2¢sc2 e~ (V2B+2V2)R/2
s (VB+2) RV

-1 e~ (V2B+2v2)r
= 2csc? 7
(V2B+2v2) T
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D:ccv/ —dr:ccv[ +
T ) r TlavaB+y
1 e~ (2V2B+2v2)r o0
+ ...
SWE? } 2
<0
_ 2 -1 e~ (2V2B+2v2)r | | _ C%Cgﬂ e~ (V2B+V2)R
N 2 2VB+1) R

Entonces

2cc2 e~ (VIBH2VRIR/2

MR r

I = 2772(—111( )

chQ\/_ )R>
2(VB+1) R

R
2
(V2B

iv. Desarrollando la integral IV = / A*A(f2(r) — 1) rdr:

efmr
para § < 4, entonces:

Reemplazando las funcién f(r) = 1+ ¢

e—2mr 2
IV:4174)\ 26f i +c?c " rdr

. ,e —2\/77' 36—3\/ﬁr 46—4\/ﬁr
=4n°A dcy . +4cy ETE + ¢} 3 rdr

o
—3v/208r —4+/28r
e e
430 —2v2 T—|—4c3 7 +c;1c dr,
——— T / ., T
A B c

= 4774)\
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desarrollando las integrales A, B y C, se obtendra que:

00 2
_ cf\/ZBG_MR

o0 _1
49 —9V2Br 3. 4.2 —2/2Br
A= 4cf A e dr = 4cf (—2me )

: i
00 =3 28r -1 6—3@7‘ 1 e—?ﬂ/ﬁr o0
B = 4¢3 - dr=4é
G ), Cf[zm R B PR }
J/ 2

5

0o _ 40?\/_(3’3@}3/2
% 36 R1/2

yy —1 e 3V2r
BREAENCEAETE

. . 00 ,—4 287 p . —1 ¢4 28r 1 6—4\/ﬁr 0o
Cf[; o CfL\/zﬁ raveeer 2 1 p
~0
_ —1 e 2B\ |® _ c;% 2/ e*2mR'

I\4v28 r n 48 R

Entonces
2 3 - 4 _
IV = x| DV2 vamn | AGVBTNIRE i8R
I6; 36 R1/2 45 R

8.15. APENDICE 15

o0 1 !/ 2
i. El desarrollo de la integral I = 3 (U (T)> rdr fue resuelto en el Apéndice 13
R er

2
ya que solo presenta la funcién v(r).

00 2

ii. Desarrollo de la integral 1T = / 2n? (f’Q(T) + ! (27“)) rdr:
R r
i c2 e—2V2r

Reemplazando la funcién f(r) =1 — 203 - ) para (8 > 4, entonces:

f’(r) _ 2(5612,_ 5 (2\/5672\/%7;1 + 672\/51”7.72)

4
o Cy (86—4\/§TT—2 +4\/§€—4\/§rr—3 +e—4\/§7’7ﬂ—4)

Cg 6—2\/§r oA e—4\/§r

FO=l-Ggry— tig=ap »
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Por lo tanto la integral II sera expresada como

M= 92 20;‘; eV N \/503 e 4V2r n ci‘ e 4V2r
=N (B—42 2 " (B-42 B " 4B-42
R
Pl
c% e 2V2r cﬁ e 4Vor d
B—4) ™ aF-dp )r '
) 24 674\/57‘ \/504 674\/57‘ A 674\/51”
— 2 v v v
7 ((5—4)2 r + (B—4)2 r2 +4(ﬁ—4)2 r3
R ~ ~" - N ~"~
2 ~0 ~0
2 e 2V2r c e~ 4Vor p
B-1) © aG-ap ) '
~0 ~0
1 2 4 —4\/57’
=27’ ( - + 0”426 )dr,
NGl
2 A B

desarrollando las integrales A y B, se tendra que:

J/

o0 1 oo
A:/ —dr =1n(r)| ;
BT R
2 2
2ct 0 p—4v2r 2ct —1 e 1 e v
B = z / dr = v { + + .. ]
(B—4)2 )z v (B—4)?[4v2 (4v/2)2 12
~0
2ck —1 e\ | ciy/2 V2R
- ) s T oAF R
Entonces
* A2 e 2V2R
IT=2n*(1 v
U (n(r) p TGo1 R >
> F2(r), o
iii. Desarrollo de la integral 1T = / 2772—2(1) (r) —2v(r)) rdr:
R r
2
o2 e—2V2r

Reemplazando las funcién f(r) = 1 — £
A Ry
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para 5 > 4y v(r)
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vl
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cve*\/i’”rl/z, entonces:

c%e’zﬁrr —2-— 201,6‘/5’"7“1/2> dr

|

desarrollando las integrales A, B y C' se obtendra que:

o0

A= /Oo LA

R r R
2

[e.9]

2 [T e, G | avV2 g
B =c, e dr e e
i3 2/2 4

R
2

4 —4\/2r
U —le

2

ct o0 o~ 4vV2r <
g A A er | v

o 04\/5 e*ZﬁR

§_4(5—4) R

“ 5ol ]

42 T

Entonces

2 —2V/2r 4 —44/2
(1 C’U e C’U e T) (1 + 201)6_\/57“7‘1/2_}_

+

2

I1I = 27> (—ln(r) 1 105

iv. Desarrollando la integral IV = / A*A(f2(r) — 1) rdr:

R

2
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2

6—2\/57"

Reemplazando las funcién f(r) =1 — 2 ﬁcv_ D para (8 > 4, entonces:
. —2fr o €—4ﬁr 2
IV =4n"\ i d
! ( )
. 4)\ —4\/7“ B 016; —6v/2r N Cg —8v/2r
- 206 -4 13 T 16(8—4)1 ot
i e—4V2r B C?; e—6V2r . c?, e—8V2r
- 20647 12 16841 13
~0 ~0
dnthct e~V
= b= 4” dr
)
antaet [ —1 e~V 1 —4var o
= = + + ..
e e
<0
_Ant)e ( -1 6_4*5’} >
B=H\4v2 v iz

B 774)\03\/5 e2V2R
B-4) R
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