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PRESENTACION

En los Gltimos 25 anos ha habido un considerable avance en
la comprensibn de los fenbmenos no-lineales en Fisica. Expli-

quemos porqué el nombre de no-lineal,

El hombre siempre ha tratado de dar una explicécién a los
fenbmenos que ocurren a su alrededor (la caida de los cuerpOs
(Newton), radiacién de cuerpo negro, (Planck, etc.) , Ocurre
que, al elaborar sus modelos que ofrezcan una explicacidn a
los fenbmenos observados, los fisicos arriban a veces auna €cC.
diferencial 1lineal luego de efectuar algunas simplificaciones.
En algunos cursos tales simplificaciones resultan acertadas en
el sentido de que el modelo logra describir el fenbmeno con a-
ceptable aproximacibn. Para el estudio de estos problemas li-
neales se han desarrollado herramientas adecuadas: espacios vec

toriales, series de Fourier, teorfia de perturbacibén, etc.

Pero hay casos en que el modelo conducée a una ecuacibén di-
ferencial no-lineal y una simplificacién adicional, conducente
a linearizar la ecuacibn, la aparta de la descripcidn esencial
del problema; en tales casos no hay otra alternativa que resol
verla directamente. Pero para tal tarea no se tenian, hasta
hace pocos anos, las herramientas adecuadas. Esto nos puede

dar una pauta de cbmo el desarrollo de la fisica tiene un 1li-



mitante en el lenguaje matematico del que dispone para elabo

rar sus modelos.

Con el advenimiento de la computadora los problemas no-
lineales han podido ser abordados con mayor facilidad; con e
lla se ha logrado obtener soluciones numéricas, lo cual ha
permitido idear métodos analiticos. Uno de ellos hace uso
del Método Inverso a la Dispersiébn (M.I.D.) y es el que da-

mos a conocer en una parte de nuestro trabajo.

El desarrollo de nuestro tema lo realizamos en base a
g
querer resolver la ecuacidn de Korteweg de Vries:ut—Gﬁux +
Y
f
u_:. = 0. Ella aparece en hidrodin&mica (ondas de agua en un

canal poco profundo), propagacidn de ondas en un cristal anar

ménico, colisidn de ondas en plasma.

En el presente trabajo podemos identificar tres partes:

En la primera se ofrece la base analitica del M.I.D. Es-
te constituye en si todo un tema de estudio y para no desviar
la atencibn de nuestro trabajo de la linea de estudio de fend
menos no-lineales, es que dedicamos el Capitulo 1 a presentar
todos los resultados referentes a como funciona tal método vy
las justificaciones correspondientes 1las presentamos en los

Complementos A,B,C y D,

La segunda Parte estd dedicada a idear un esquema de solu

cibn de problemas no lineales que permita ensamblar en €1 al
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M.I.D. En el Capitulo 2 se construye tal esquema, uno de cu
yos pasos principales consiste en asociar a cada problema no-
lineal una adecuada familia de operadores lineales. Tal aso-

clacién es construida para tres ecuaciones no lineales.

Ec. de Kav u - fuu +u =

E dificada de Kd u -+ 6u2v + u =0
c. modificada de v t ) XK

2 .
Ec. de Schrodinger no lineal Y., + 2 |u/"u + iu, =0
En el capitulo 4 verificamos la. aplicabilidad del esquema men

cionado para resolver la ec. de KAv.

Finalmente, la tercera parte estd dedicada a ofrecer wuna
visibn general de los hechos mds importantes que han marcado el
desarrollo en la comprensibén de los fen6menos no-lineales. .
Esto lo presentamos en el Capitulo 3. En lo posible hemos
.tratado de complementar cada informaci6n con la cita biblio-

gradfica correspondiente.

Mi agradecimiento a nuestro Profesor Holger Valqui. Su
constancia en el trabajo ha sido buen ejemplo para ser perse-
verante en el estudio del presente tema que, inicialmente, me
resultaba completamente nuevo. Siempre estuvo solficito en las
consultas, afin en las horas de su merecido descanso. La moti-

vacidén diaria que de &l recibi permiti6 realizar este trabajo

con el mayor de los gustos, con una alegria de estudiante.
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la Vasquez por el mecanografiado de la presente tesis. Acom-
pafiando a su amabilidad cuenta con la cualidad de ser compren
siva con las continuas exigencias que un estudiante por gra-

duarse hace para con su trabajo.

A los amigos que contribuyen- a formar un ambiente de es
tudio en la Facultad de Ciencias de la UNI, de ellos recib{
siempre el aliento y exigencia por avanzar en el estudio del
presente tema.

A. La Rosa

Lima, 10 de noviembre de 1984
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CAPITUIO 1

EL METODO INVERSO A LA DISPERSION



1. INTRODUCCION

¢ Puede Ud. escuchar la forma de un tambor?

Cuando una onda o particula incide sobre un cuerpo, la
mutua interaccién trae como consecuencia que ambos vean

afectadas sus propiedades.

Es el caso de las ondas luminosas que pasan de un me-
dio a otro produciéndose el fenémeno de refraccidn. La
direccibén con que se propagan en el aire las ondas inci
dentes provenientes del sol, se ve afectada cuando atra-
viesan el agua. A su vez el agua va aumentando su tempe-
ratura a medida que llega mayor radiacidn. El mismo tipo
de fenbémeno ocurre cuando un rayo de luz solar se descom-

pone en varios colores al atravegsar un prisma.

Prisma



Cuando un problema de interaccibén es formalizadc mate-
miaticamente (recuérdese que se buscan modelos que descri-
ban lo mds correctamente posible los fenémenos observados
en la naturaleza), a aquella zona en que la interaccidn
es marcadamente apreciable la caracterizamos por una fun

cidén potencial V.

Por ejemplo:considérese el nficleo (carga Q) de un &ato-
mo de oro, en reposo con respecto a un sistema de referen
cia cuyo origen lo elegimos en la posicibén del nGcleo. So
bre €1 inciden particulas « (carga positiva) que inicial
mente tienen energia cinética E; (Ver Fig. 1l). Al estar
muy lejos del nficleo la interaccién es casi nula, pero a
medida que ésta se va acercando la interaccién se hace ca

da vez mids im-
portante lo cual
PARTICULA oL se traduce en
e __________- una desviacidn
de la direccidn

de incidencia

Fig. 1 Particula & en interaccién

con un n@Gcleo que inicialmen-

te tenia la par
ticula o« ; finalmente la particula se aleja y la interac
cién nuevamente tiende a anularse. Se sabe que las pro -

piedades que derivan de este tipo de interacciédn pueden



ser explicadas si consideramos un potencial de 1la forma

V ~ 1 . Nosotros haremos aquil algo similar con un proble-

r
ma general : en base a datos que se miden lejos de la zona

de interaccidn reconstruimos el potencial que lo describe.

2. EL FENOMENO DE DISPERSION
(Casos aue pueden presentarse)

Sea x = (x,yY,2) la coordenada de un punto, pertenecien
te a una regidn en la cual se lleva a cabo una interaccidn
con respecto a una referencia previamente elegida. Gene-

ralmente se elige el
AR

origen O de esta refe

rencia en algfin punto

=l

de la regidn en que

la interaccidén es im-

— portante. Que la in-

P teraccién sea impor-

o - -

- e e = = = -

tante en una determi-

nada regién del espacio significa que allf ciertas propie

dades de los cuerpos varian apreciablemente como conse-

cuencia de la interaccién. Por otro lado cuando escriba

mos: V(x) 0, significa que tal x es la coordenada de un

punto en que la interaccidn es casi nula.



Identificamaes las siguientes regiones del espacio.

REGION DE

REGION DE

REGION DE

Cuando

INTERACCION., -

Regidn del espacio donde la interaccidén es

importante.

INCIDENCIA.-

En todo punto de ella se tiene V(X) ® O . Des
de ella se hace incidir radiacidén o un chorro

de particulas hacia la zona de interaccidn.

DETECCION. -

Aqui se detectan las particulas o radiacidn
que, luego de interactuar, emergen de la re
gién respectiva.

En todo punto de ella se cumple V(X) =0

no nos encontremos en la regién de interaccién

afirmaremos que: estamos en la regién || X|] — o=.Ast

pues el criterio para afirmar que estamos en la regidn

Il Xt > oo es que alli V(X) =0 y se sobreentiende

que estamos fuera de la zona de interaccidn.

Para estar en la regidn |[|x||]— e= depende del fenémeno



en estudio. Por ejemplo, puede ser suficiente que:

fzl|l > 10 cm este es el caso de
104 la dispersién de

®
6\\ P Rutherford en que

q§ ® los detectores de

las particulas = ,

o ul ndcleos de oro con
particulas

\\\\\\\’ dispersadas por los

X /j tenidos en una la-
ldmina 4 mina delgada, se
de oro

colocan a unos 10 a 30 cm de ella.

. 0 quizds se necesite que (| X|| > 2 x 10® kxm cuan
do nos encontremos estudiando la interaccidn gravitato
ria entre dos cuerpos de masas similares a las de la tie
rra y la de un hombre, (para tal distancia la fuerza de

atraccién es de aproximadamente 1 gramo fuerza.)

Considérese ahora el siguiente esquema:

~
REGION DE REGION DE
INCIDENCIA INTERACCION ~N
Fig. 2 PEGION DE

DETECCION



en el cual se desea mostrar un chorro de particulas o ra
diacidén emergiendo luego de interactuar con el potencial
V, distribuyéndose en el espacio de una manera que puede

diferir de aquella que tenia en la zona de incidencia.

En el estudio de este fenfmeno pueden presentarse dos

casos:

Caso Directo: La funcidn potencial "V" es conocida

Entonces, estamos en condiciones, en principio, de
calcular la posible distribucién de la radiacidén emergen
te y por ende qué parte de ella serd captada por cada u-
no de nuestros detectores (situados en la regidn || Xl )
Para llevar a cabo tal tarea,nuestras herramientas son
las leyes de Newton, o la ecuacidén de Schrodinger, ademés
de nuestra experiencia previa (que nos indica qué tipo de

simplificaciones son viables).

Caso Inverso:

No se conoce el potencial V que caracteriza a la 2zona
de interaccidén y todo lo que tenemos a nuestra disposi-

cién son los datos experimentales proporcionados por los



detectores, los cuales estln situados en una regién dis-

tante de la zona de interaccién. Nuestra tarea es re-

Ccos.

En el presente capitulo nos interesamos en resolver es
te iltimo caso y para ello usaremos el METODO INVERSO a
la DISPERSION (M.I.D.) ., Las secciones siguientes estén

encaminadas a explicar en qué consiste tal método.

3. LA ECUACION DE SCHRODINGER
3.1 Descripcidn general

Para estudiar el comportamiento de particulas de masa
m en interaccién con un potencial V, usamos la ecuacidn

de Schrodinger

32 h
7+ VY + 7 O (caso unidimensional) (1-1)
X

Ecuacién diferencial LINEAL, donde

»

ceeeeeesss ©€s la coordenada espacial

ceeeseessss ©€s la coordenada temporal

i

V(x) ... funcién potencial

- <
I

?(x,t) . llamada funcién de onda. A partir de ella
se puede obtener toda la informacién que
se requiera del sistema en estudio.

m ......... masa de cada una de las partfculas (las cua



les no interactfian entre si) incidentes a 1la

zona de interaccidn.

Al considerar que el potencial de interaccidn no depende de
la coordenada temporal, podemos usar separacién de variables

para resolver (1l-1). Obtenemos
*P(x,t) = f(x) exp(-iwt), w= E/A
vy £ debe satisfacer

62 a°¢
- - + VE = Ef Ec. de Schrodinger (1-2)
2m dx . s
estacionaria
la constante E es interpretada como la energia del sistema

en interaccidn.

Puesto que f es funcidén sb6lo de una variable, en adelan
te el operador de derivacidén lo denotaremos por D y asi usa :
d 2 d< f

remos Df en vez de a§f, D"f en vez de T2

Usando

2m

) Q(x)= V(x)

"N

la ec. (1-2) toma la forma
(1-3)

En ella podemos identificar un problema de valores propios
para el operador H

H=-D%+0 (1-4)

Hf = k°f

donde Q (f) - Qf .

Tendremos en cuenta lo siguiente :
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oo Las funciones propias las buscaremos en el espacio

vectorial 8 = { f :R € continua, Df continua}
o El problema 1l-3 es resuelto especificando previamen
*

te un valor fijo de k ¢ C

(€ es el campo de los nfimeros complejos)

° Q(x) lxl_—)go 0

v
Comentario

Hemos afirmado que E se interpreta como energifa del sis

tema en interaccibén, y estamos acostumbrados a trabajar

2

con valores reales de E. Al expresarla como E ='%H k2

puede llamarnos la atencién qué sentido tiene considerar
a k como un nfimero complejo k= §+in , pues E tomaria

un valor complejo.

Lo que se ha hecho en realidad es una generalizacidn y
ésta se justifica en el contexto del tema de problemas NO
LINEALES, cuyo estudio deseamos abordar. Allf uno en-
cuentra ecuaciones que pueden ser expresadas en la forma
de la ecuacidn de Schrodinger, ec.l-2, pero con potencial

complejo. ( Ver Ref. 2, P&g. 20)

* Lo que deseamos recalcar es que en las operaciones al

gebraicas que se llevan a cabo para hallar las funciones
propias de H , en todo momento el valor de k permane-
ce fijo. Es a partir de tales operaciones que se va evi
denciando para qué valores de k tienen validez los pro -
cedimientos mismos. -
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Afin cuando en este capitulo estamos considerando un
potencial real, nuestra actitud es de considerar que 1la
ecuacién(l-4)admite soluciones con k = § + in (bajo ci-
ertas condiciones el teorema 1, presentado en las p&ginas

siguientes, confirma esto).

Asi mismo, la posicién en el plano complejo de ciertos
autovalores k = kj' en que su correspondiente autofun-
oo
cidn fj cumple lfj(x)l2 dx < oo , estd relacionada

con el hecho de siwél potencial Q es real o complejo.

Resulta conveniente usar la siguiente notacién;:

denota la funcién propia del operador
H correspondiente al valor propio k2 (1-5a)

kY:IR >

La ecuacidn ( 1 - 3) la expresaremos en la forma

(1-5b)

reiterando nuestra exigencia que

Q(x) 0

|X] —> =

y nos referiremos a ella también como la ECUACION DE
SCHRODINGER ESTACIONARIA, pues, salvo constantes, ella

es la misma ecuacidn dada en 1-2,.
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o Si, como esperamos, para cada valor de k € C

obtenemos su correspondiente funcién propia

k
definimos la funcién Y

Y , con este conjunto de funciones {kY}
Y:Rx € — € tal que - Y(x,k)= Y (x) (1-5c)

- 3.2 Las Funciones de Jost

Nuestro objetivo es recuperar la funcibén potencial en
base a los datos asint6ticos que se miden en la regibn
| X} ——— = ; tal informacidn debe estar contenida en la
funcién de onda kY que soluciona la ec. de Schrodinger,

La ec. (1-5b) indica que el comportamiento asintdtico de , Y

es de la forma

kY(x) A exp (-ikx) + B exp(ikx)

Xt

donde A y B son constantes a elegirse para adecuar Y al

problema especifico que se est& estudiando.

Aqui haremos lo siguiente:

Para un valor fijo de k buscamos cuatro soluciones de

la ec, (1l=5b) Qque tengan el siguiente comportamiento a-

sintdtico:
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];%(x) X — - oo exp (-ikx) gf(x) X — exp (ikx)
;%(x) X —» - exp (ikx) ;f(x) X — exp (-ikx)

(1-6)
k= &+ in

Para dar un poco de generalidad al problema admitamos,
por ahora,la posibilidad que'ﬁ pueda elegirse positivo,

cero, o negativo en cada uno de los cuatro casos.

Notar que en (1-6) no se impone ninguna condicién al com
portamiento de las funciones kﬁj Yy k*, en la regidn x —> -

oo

.ty T
nia Ty, en X

Cuando usamos el simbolo ﬁ*’ NO estamos denotando al
conjugado complejo.de la funcidn QY' ni estamos ha-
ciendo alguna otra operacidén con ella. Es simplemente
un simbolo para representar a una de las funciones cuyo
comportémiento asintbético se indica en(1l-6);posteriormen
te se verd cc;mo estan relacionadas k‘f’y k‘i] (Ver comple-

mento B, expresién (30)). El1 mismo comentario vale para

+

las funciones £% Y X

En el complemento B mostramos que las soluciones a
la ecuacién de Schrodinger estacionaria (Ec.l-5b) , que

tengan el comportamiento exigido en(l1-6), deben satisfacer



-14~

las siguientes ecuaciones integrales

kY(X) = exp(ikx)+% / Q(V)Senk(v—x)k‘i’ (v) dv
X

k&%x) exp (-ikx) + i ‘/ Q(v) Sen k (v-x) ﬁf(v) dv
X

X

l/ Q(v) Sen k (v-x) k‘l’(v) dv

exp(~-ikx) - K

k‘f’(x)

X
kfﬂx) = exp (ikx) i /r Q(v) Sen k (v-x) ﬁ%(v) dv
- (1-7)

¢Tienen solucidn?

En el Complemento B, seccién 3, mostramos las condicio-
nes bajo las cuales la ecuacién integral para ﬁ# admite so
lucidn; el andlisis de este caso particular nos permite
comprender el siguiente teorema (Ver Ref. 1, p&gs.l05-106..

Usaremos la notacidn especificada en 1-5.)

TEOREMA 1

Si /(1+|V|)lQ(VHdV » la ec. de Schrodinger (1-5b) su-

jetaAa las condiciones (1-6) satisface lo siguiente:

o Tiene como soluciones, para cada valor fijo de k con
Imk >0, a las funcionesY=\f(x,k), ‘?=+(x,k) las cua
les satisfacen las correspondientes ecuaciones integra

les (1-7).
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o Para cada valor fijo de xeR., las funciones Y, ‘%l
oY ’34’ son continuas con respecto a k en Imk » 0 y ana
dX "dx
liticas con respecto a k en Imk >0

= 2 W P

o 5i ademds | (1+v°) [Q(v)| dv entonces o,y |

3 -co
son continuas en Imk> 0 y analiticas en Imk>0 .

Anidlogas propiedades cumplen las funciones“f,%’en Imk <0 .

TEOREMA 2

Las funciones \Y ,\f, ‘i’, ‘I’ son Unicas, si se cumplen las
condiciones exigidas en el Teorema 1 (ver demostracién en

la seccibén [, del Complementao B)

Las funciones a las que nos hacen referencia los Teore

mas 1 y 2, reciben el nombre de FUNCIOMES DE JOST.

3.3 Otra Representacién Integral para las Funciones de Jost .

La Funcién K

Resulta conveniente, (la expresién 1-10 lo justificard)

plantear una segunda expresién integral para la funcién kY

(y andlogamente para £¥ , ver 1-1lla)
[ -]
Sea k:"l"(x) = exp(ikx) +j[ K(x,y) exp(iky)dy (1-8)
X

Al reemplazar esta expresién en (1-7) y luego de algunos

procedimientos algebraicos, obtenemos que la funcién K de-
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be satisfacer

= v+ (v-x)
K(X,Y)=32'- ov)| 1 + K(v,u)du | av +
xty - 7V
2
(1-9)
X+y y+(v-x)
+ é 2 Q(v)K(wv,u)du dv
X y- (v=-x)

para y > X

(ver Complemento D, ecuacién 9)

Esta expresién de apariencia complicada resulta, como

veremos a continuacibén, de gran utilidad. Evaluando(1l-9)

en y = x Obtenemos

K(x,X)= % Q(v)dv
b
derivando
Q(x)=-22¢ K ( (1-10)
dx (x,x%)

Este resultado es muy significativo, pues relaciona:

o el potencial Q de la ecuacién de Schro-
dinger - D2 Y+ Q Y = k2 Y
k k k

con

o una de sus soluciones, la funcién k*

k‘f(x)= exp (ikx)+ /'K(XpY)GXP(ikY)dY
. x :
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lo que nos lleva a plantear el siguiente andlisis preli-

minar.

o Dado el potencial Q, procedemos a hallar las
soluciones de la Ecuacidén de Schrodinger, en

particular la funcidn £¥ ¢ CASO DIRECTO

o "Dada la solucidn k&’ de 1la écuacién de Schro
- ©

dinger" en la forma k\y(x)=exp(ﬂ<x)+/K(x,y)exp(iky)dy
x

el potencial correspondiente que dié lugar a

esta funcibén puede ser reconstruido tomando

simplemente la derivada de la funcibn gﬁdonde

g(x) =-2K(x,x) : CASO INVERSO

Comentario

Hemos puesto comillas a la expresidn "Dada una solu-
ciénlsy «es " pues en realidad no conocemos, hasta el
momento, dicha_funciénIQV . Para que ella quede determi
nada debemos conocer K y a esta filtima solo podriamos
obtenerla resolviendo la ecuacidn 1-9. Sin embargo, no-
temos que(l-9) es una ecuacidn integral para K en la que
interviene Q explicitamente. De manera que afin no esta-

mos ante la solucidén del problema inverso.
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Lo importante es que ya tenemos una relacién entre el po
tencial Q y la funcidn K. Nuestros '~ pasos siguien
tes deben dirigirse a buscar un camino, distinto al que
plantea (1-9), que permita hallar la funcién K sin que in-
tervenga Q explicitamente . (En la seccidn 4.2 concretamos

ebta idea).

La Funcidn K

En forma similar a (1-8) se procede con k<?

Planteando
X
];% (x) = exp(-ikx) + K (x,y) exp(-iky)dy (1-11a)
se obtiene
d _ 1 _
dx K_(x,x) = 5 Q(x) (1-11b)

3.4 Estados Ligados y Comportamiento Asintético de las So-

luciones

La Ec. de Schrodinger estacionaria (l1l-5b) nos indica que

el comportamiento de las soluciones en la regién [x]

oo

es de la forma
k¥ (x) Aexp (ikx)+ Bexp(ikx), k e @ (1-12)

donde A y B son constantes,

Consideremos el caso especifico de la funcidn de Jost ﬁ*

(k fijo) las condiciones indicadas en la hipdtesis del Teo
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rema 1 sabemos que dicha solucidén existe y es finica. Su
comportamiento en la regidn x - es
;P (x) exp (-ikx) Imk > 0 (1-13)
X — -

pero no conocemos su comportamiento especifico en la re-
gién x ————> oo, sin embargo (1-12) nos indica c6mo debe
mos esperar que sea. En base a ella planteamos lo siguien

te:

P ) a(k) exp(-ikx) + b(k)exp(ikx), (1-14)

_’w

k fijo, Imk > 0

Ahora, puesto que podemos elegir cada vez distintos va
lores de k, con Imk > 0, a cada ks# le corresponde su va-

lor a(k). Construimos entonces la siguiente funcidn:
a : ¢ — — a

A cada valor de k, con Imk> 0, la funcidn
"a" le hace corresponder el valor a(k) da (1-15)
do en (1-14)

En forma similar procedemos con b (k)

El estudio de las funciones "a" y "b", las cuales tie-
nen un rol importante en el M.I.D., lo presentamos en el

complemento C. A continuacidén una breve descripcién de sus



=-20-

propiedades.

De acuerdo a (C-10) tenemos
2 2
a(k)' = 1+¢b(k)l , k real (1-16)
Una forma general para expresar a(k) se da en (C-16)

WP, Y) -
a (k) S , Imk 3 0 (1-17)

Cuando una solucién, no nula, de la ec. de Schrodinger 1-5b

sea de cuadrado integrable diremos que ella describe un

* %
estado ligado. O sea

Y describe un ind 2
& o< [¥m)ax < = (1-18)

- S

k
estado ligado

En (C-13) se indica que para valores de k = k_,cuya corres

pondiente funcidn k.4> describe un estado ligado,se cumple

J
a(kj) = 0. La posicifn, en el plano complejo, de los nfime
ros kj est8 relacionada con el potencial; en efecto, si

en (1-5b) la funcidn Q es real, puede demostrarse que ta-
les autovalores los encontraremos situados en el eje imagi

nario (ver C-20). Asft

* W(f,g) = £fDg - gDf , wronskiano de las funciones £ y g,

** Puesto que,para tal caso, la probabilidad de encontrar
la particula en la regidn|x|—— = es practicamente
nula, -
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k‘? describe un estado ligado.
. a(k.)=0
Q es una funcibn real, D J (1-19) *
real(kj)=0
Imkj > 0

Dadas las propiedades de las funciones de Jost especificadas
en el teorema 1, la expresidén (1-17) nos indica que "a" es
una funcién analitica en Imk >0 y continua en Imk >0. Aho-
ra, de las funciones analiticas no nulas sabemos que ellas
se anulan sdlamente en puntos aislados del plano complejo
(ver Ref. 24 , p&g. 230, teorema 16). . Complementando esta
informacién con el hecho que a(k) 1,se concluve

|k | —> e
en C-19 que sblo hay un ndmero finito N de valores dis-

cretos k = kj en los cuales a(kj) =0
a(kj) =0 , 3J=1,2, ... N (1-20)
Imkj > 0

Para k = kj' en (1-17) obtenemos W(k‘?,k Y ) =0 y ast
' j J

J
las funciones X < kﬂ' son linealmente dependientes
' J
x P =b, VY (1-21)
J J j

Entonces, la funcidn k\V resulta ser también de cuadrado in

tegrable. Introducimos la siguiente notacidén

* "en un problema de autovalores (de un operador lineal) e

quivalente a (1-5b) con potencial complejo, los valores kj

no necesariamente se encontrar&n en el eje imaginario"
(Ref. 2 P&g 53).
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(1-22)

De acuerdo a (C-21) tenemos que

, son funciones reales (1-23)

4., ECUACION DE MARCHENKO
4.1 Interpretacién del Fendmeno de Dispersidn Mediante las

Funciones de Jost

Tal como se indica en (1-2), para la ecuacién de Schro-

dinger(1l-1) estamos considerando soluciones de la forma
Y(x,t) = f(x)exp(-iwt), W = E/h

La funcidén f debe ser solucién de la ecuacidn estacionaria

(1-5b) ; consideremos el caso en que f = k¢’

Pix,t) = P (%) exp(-iwt) (1-24)

Teniendo en cuenta (1-13) y (1-14) resulta que:
P(x,t) exp [~1i(kx + wt)] (1-25)

a(k)exp [-i(kx + wt)] + (1-26)

+ b (k) expf (kX - Wt)]
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Estas expresiones son v&lidas para Imk > 0

Para valores de k real positivo la expresidén (1-25) des
cribe una onda desplaz&ndose hacia la izquierda y (1-26)des
cribe una onda avanzand®. hacia la izquierda y otra, en gene-
ral de diferente amplitud, desplazdndose hacia la derecha.
Esto sugiere usar la funcién \f, que se da en (1-24), para

describir el fenbémeno de dispersidn esquematizado en la

fig. 3

a(k)exp [—i(kx + wt)]
exp|}i(kx + wtﬂ ~onda incidente

onda transmitida

b (k) exp@(kx - wtq
N> )
onda reflejada

(regidén x — -w) - (regidén x ——> <0)
Fig. 3 Ondas incidentes en interaccidén con el potencial Q.
Esto da lugar a ondas reflejada y transmitida(esta-

mos considerando k real y positiva)

En adelante prescindimos del término exp(-iwt), su pre
sencia en las soluciones de (1-1) queda sobreentendida vy
trabajaremos s6lo con las soluciones de la ec. estacionaria
(1-5b). Asi, por ejemplo, en vez de referirnos a la funcidn
? , dada en 1-24, diremos simplemente que la funcidén de Jost

k‘P describe el fendmeno de dispersidn esquematizado en 1la

Fig. 3.
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4.2 La Ecuacidén de Marchenko y los Parametros de Dispersién.

Contamos ahora con las herramientas adecuadas para con
cretizar la idea esbozada en el primer parrafo de la pé&g.
18 . La ecuacidén que deseamos construir para la funcidn K,
en la que no intervenga el potencial Q explicitamente, tie
ne como punto de partida el fendmeno de dispersibén esquema
tizado en la Fig. 3 e interpretado matemd&ticamente por 1la

funcién de Jost kq’ .

Definamos las funciones T v R

T(k) = ET%T . R(k) = ggi; : Imk > O (1-27)

donde a(k) y b(k) son los valores que aparecen en (1-26).

Utilicemos ahora el resultado (B-35); a partir de €1 con-
cluiremos que, para un valor fijo de k real no nulo, kﬁl

Y kﬁ’ forman una base del espacio de las funciones que son
solucidn de la ec. 1-5b. Siendo k#’ elemento de este espa-
cio, puede ser expresada como una combinacién lineal de a-
quellas

VM x e R

k real (1-28)

Teniendo en cuenta el comportamiento de ;V Y kﬂ‘ en



X =——— oo , , indicado por (1-6), en (1-28) se cumple"
g?(k}—w—ga(k)eXp(-ikX)+ b(k) exp(ikx), resultado que con-

cuerda con (1-26).

Dividiendo (1-28) entre a(k), (la expresibn 1-16 nos indica

que a(k) # 0 , ¥k real), obtenemos
T(k), P (x) = ¥ (x) + RK), Y (x) , kreal (1-29)
T (k) exp (-ikx) 6\Exp_(-ikx)

S~

c . onda incidente
onda transmitida t

R(k)exp(ikx)
Q '
onda reflejada

Fig. 4. Fen6meno de dispersién descrito por 1-29 ,
Para este caso, k real positivo, T(k) y R(k) pueden
interpretarse como coeficientes de transmisién y re
flexién respectivamente.

Empleando la notacién (1-5c) y el resultado B-30, el cual

*
indica ﬂj(x,k) =\Y (x,k) cuando k es real, en 1-29 tenemos

*
(k)P (x,k)=Y (x,k)+ R(k) Y (x,k), k real (1-30)

A fin de hacer intervenir las funciones K y K , en (1-30)

reordenamos los sumandos

[0 - 1] P (x, 00 =[ P(x, k) —exp (ikx)] *+ ROV (x,k) ~exp (ikx)] +

+R (k) exp (ikx) - [P (x,k) ~exp (-ikx)]
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reemplazando aquf (1-8) y(l-1la), se obtiene una expresién en
la que cada sumando serd considerado como funcidén de la va-
riable k real, procediéndose a evaluar su correspondiente
transformada de Fourier . Todo este procedimiento lo pre-
sentamos en el complemento D. El resultado, indicado en

(D- 17),es el siguiente

~ 0O

1 . -
| [rx)-1] P(x,k)exp (iky)dk = V27 K (x,y) +
2 1 [ ] ' ‘ (1-31) *

-~ 00 oo

+{@'(R)}(x+y)+/K(x,s) {F(R)} (y+s)ds ... para y » x
X

donde

la integral que aparece en el primer miembro de la igualdad
(1-31) se evalia a lo largo del eje k real, y para calcular-
la aplicaremos la usual técnica de trabajar en el plano com-
plejo. Partimos de lo siguiente:

Rl_fl{ f[T(k)-l}<¥>(x,k)exp(iyk)dk} -

R Lo
= j [T(k)-1] P (x,k)exp(iyk)dk + (1-32)
- 09
+ ]hi&n/_T(k)-l P (x,k) exp (iyk) dk
Yen

* E1 simbolo { F(R)}(x + y) denota: la transformada de Fourier de la
funcién R, evaluada en (xty). En este caso R es la funcién a la que se
refiere (1—222, pero con el dominio restringido a k real. Aquf usamos
{(F‘(R)}(y) = / R(k) exp(iyk)dk. (Otros autores prefieren partir de la de-
finicidn ﬁﬁ?ﬁ?(y)=_[:§(k)exp(—iyk)dk. Nétese el signo - ).
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-donde FRfes una curva cerrada, segln se indica en la fig.5
(CR es una semicricunferencia de radio R),

Como T(k) = ET%T y "a" es una

funcién analftica en Imk > O

que se anula en un nGmero fini Kn ri
to N de puntos k = k. situados
J . R K3-
a lo largo del eje imaginario, K2
K
resulta que "T" tiene N polos.c > : > .
-R
Fig. 5
T(k) K. , 3 =1,2... N (1-33)
J

La evaluacidn de las integrales que aparecen en (1-32) se
vuelve, entonces, un poco laboriosa. El procedimiento 1lo
presentamos en el complemento D. El resultado en (D-38)es

el siguiente

oo

1 [T(k)-ll ‘i’ (x,k)exp(iyk)dk =

V2
- 00

= N
= -VZﬁ/K(x,s){z d. exp[ik.(y+s)]] ds +
X j=1 - I

N

- \/ZW’Z d. exp [ ik, (x+y)]
j=1 J

(1-34)

donde las constantes dj son las definidas en (1-22), aunque

(C-25 ) nos indica otra manera de calcularlas
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KAy o Ty O

(1-35)*
j=1,2, oo o N,

Reemplazando (1-34) en (1-31) obtenemos

N 1 '
Sy exp [k (xhy)] + = (F (] ()14
i 2

j=1 V2 T
N
+ | K(x,9) 2 diexp [ ik_ (y+s)]+ = [F(R] (y+s)p as + Kix,9)=0
- =1 ] ey
para ... v > X
Para simplificar, definimos A :R (1
N oo
=2, i 1 :
N (w)= d. exp(ik_.u) + 3+ | R(k)exp(iuK)dk (1-36)
j=1 ? .
con ella la expresién anterior toma la forma :
N (x+y)+ K(X,Y)+./[K(x,5)ﬁ1 (y+s)ds = 0 (1-37)

X

para y> X

Esta ecuacibén recibe el nombre de Ecuacién de Marchenko

N6tese que para un problema dado, como el que se esque

matiza en la fig. 4, en que no conocemos el potencial Q,to

do lo que necesitamos para construir la ec. de Marchenko es

determinar el coeficiente de reflexibén R(k) correspondiente

* E1l simbolo prima en el denominador indica derivada.
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a cada energfa k2> 0 de la onda incidente, asf como las e
nergfas k§ = (iqj)2<:p correspondientes a los estados 1li
gados y las constantes de normalizacién dj (seglin se indi
ca en 1-36). Estas cantidades R(k) , k e.IR;‘qj; dj'
j=1,2,...N son denominadas parimetros de dispersién.
Al determinar la funcién K que soluciona (1-37), podemos
determinar el potencial Q que dié lugar a tales pardmetros

éiiK(x,x), tal como lo indica

de dispersién: Q(x) = -2
(1-10). Tenemos, de este modo, un mecanismo de. reconstruir

el potencial Q a partir de sus pardmetros de dispersién.

Las ideas vertidas en el presente capitulo pueden es-

quematizarse en la forma siguiente

PROBLEMA DIRECTO

Q

funcidn potencial pardmetros de
conocida Schrodinger dispersibn

Ecuacién de

PROBLEMA INVERSO

Q pardmetros de
’N\\ dispersibn conocidos
d A
-2 iz K(x,x) Ec. de
Marchenko

\ funcién /

K



CAPITULO 2

PROBLEMAS NO-LINEALES Y EL METODO INVERSO A LA DISPERSION
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1. INTRODUCCION

Es por nosotros conocido que los métodos de la fisica teo

rica han estado dominados por :

Ecuaciones lineales (Maxwell, Schrodinger)
Objetos matemdticos lineales (espacios vectoriales)
Mé&todos lineales (transformadas de Fourier, teoria de

perturbaciones 1lineales)

Podrfamos afirmar que, a veces , la interpretacidn
de un fendmeno fisico nos conduce a una ecuacidn diferen-
cial no lineal, que al sanular en ella la correspondien
te parte no lineal, la ecuacidén diferencial lineal resul-
tante nos describe satisfactoriamente, aunque en forma a
proximada, el comportamiento del sistema fisico en estu -
dio. AGn m&s, en el caso que este procedimiento no fuera
del todo aceptable, se procede a utilizar el método de per
turbacidn, €l cual consiste en construir soluciones del
problema no lineal en base a las soluciones del correspon

diente problema lineal.

Sin embargo, en varias ramas de la fisica se han encon-
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trado fenémenos que estan gobernados por ecuaciones diferen
ciales parciales no lineales cuya totalidad de propiedades
no pueden lograr ser descritas por los mé&todos mencionados

anteriormente.

El desarrollo alcanzado en la solucién de problemas no
lineales es reciente, y

quizds el descubrimien

to més significativo sea

X

A~U
el referente a la inter
| -~ accién de ondas;explique
Tu mos &sto. En los casos
. | - .
:;?/—\\\\\» 4//,,/3\\ conocidos sucedfa que

L — >

X cuando dos ondas no li-
Fig. 1 Comportamiento posible ‘en
una interaccidn entre ondas no- neales (las llamamos asi
lineales
porque su comportamiento
estd gobernado por una ecuacién diferencial no lineal) in-
teractuaban, ambas perdfan su identidad luego de la interac

cidn; y se pensbd que siempre sucederia lo mismo. Estudios

hechos en computadora descartaron esta idea; en un trabajo
publicado en 1965 (ver ref. 6 ) Sabusky y Kruskal dan refe
rencia de que ondas cuyo comportamiento esti gobernado por
la ecuacidn no lineal u, - 6uux t W = 0 recuperan el mis-

mo perfil que presentan previa a la interaccién, en virtud

de tal caracteristica a estas ondas las bautizan con el nom

Conocida con el nombre de ec. de KAdv
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bre de SOLITONES.

Precisamente, es con el advenimiento de la computadora
que los problemas no lineales empiezan a ser aborda-
dos. Varias de las ecuaciones diferenciales no lineales
actualmente en estudio fueron planteadas hace varios a-
nos,; pero la gran dificultad en su tratamiento analftico
impidié un mayor avance. Podemos palpar en este hecho co-
mo el desarrollo de la fisica tiene un limitante en el len
guaje matem&tico del que dispone para formular sus modelos.
El estudio de fenbmenos nuevos en fisica da muchas veces
un gran impulso al desarrollo de la matemdtica, ‘en el pre
septe caso, por ejemplo, las soluciones numéricas de ecua
ciones no lineales obtenidas con la ayuda de las computa-
doras han permitido descubrir mé&todos analfticos. Uno de
ellos, el cual utiliza el M.I.D. (estudiado en el capitu-
lo 1), ha sido aplicado con éxito en varios casos impor -

tantes; su estudio es uno de los objetivos del presente -

trabajo.

La importancia de tal método radica en que permite so-
lucionar exactamente problemas no lineales, sujetos a una
condicién inicial, usando métodos lineales. La mayorfa de
las veces ofrece solitones como solucién (en el Capitulo 3
nos referiremos al por qué son importantes los solitones).
Sin embargo el mecanismo de aplicacién presenta variantes

de una ecuacibén a otra, en este sentido debemos decir que
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el M.I.D. no es una "f6rmula" general para resolver proble
mas no lineales; cuando tenemos una ecuacién no lineal por

resolver hay en realidad dos problemas por delante:

Primero: Insertarlo en el esquema del M,I.D.
(Esto se traduce, como veremos luego, en asociarle
una adecuada familia de operadores lineales; ¢C6-
mo son dichos operadores?, es algo que no siempre

resulta del todo transparente).

Segqundo: La aplicacién en si{ del M.I.D.
(de la que esperamos obtener solitones como solu-
cidn)

En el presente capitulo abordaremos solamente el prime
ro de los problemas que acabamos de mencionar. Desarrolla

mos el estudio de un esquema general que nos ha de permi-

encarar un problema no lineal desde el punto de vista

del M.I.D. Tales ideas las concretizamos luego en tres ca
sos especificos: ec. de Korteweg-de Vries, ec. Modificada

de Korteweg-de Vries, ec. de Schrodinger no lineal.

El segundo problema es mads especfifico y presenta varian
tes en cada ecuacién no lineal. Serd en el capitulo 4 ,al
resolver analiticamente la ec. de Korteweg-de Vries, que

tendremos la oportunidad de ver como es que funciona el M.

I.D.
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2. EL M.I.D. COMO METODO. DE SOLUCION
DE PROBLEMAS NO LINEALES

2.1 Problema no lineal a resolver..

Se desea solucionar la ecuacibn diferencial de la forma

) ; (2-1)

u, = F(u,u_,u H

u .o
t x! “xx! xxx'

sujeta a la condicidén inicial

u(x,0) Ou(x)

donde ou es una funcibén dada Ou:R —C

J

Por ejemplo, si F(u,ux,u ese) = 6uu_-u la expresién

u
xx ! Txxx X XXX

(2-1) indica que vamos a resolver la ecuacidn de Korteweg-de
Vries con la cual trabajaron Zabusky y Kruskal; en caso

F(u,ux,u ced) = iuxx+ 2iluF u se tiene la ecuacidbn de

xx'

Schrodinger no lineal u ot 2!d2 u + iut = 0.

2.2 Generalizacion del M.I.D.

Hasta el momento el M.I.D. lo hemos circunscrito al opera-

dor lineal de Schrodinger. En efecto, dada una funcidn po

2 4 @, v el praoble

ma directo consistia en resolver un problema de valores pro

tencial Q definfiamos el operador H = - D

pios de H, ello nos conducia a obtener los parémetros de

. . a H :
dispersidn: Q {R(k), kj ’ dj} , el problema in
verso consistfa en recobrar el potencial Q a partir del co-

nocimiento de los paré@metros de dispersién haciendo uso pa-
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ra ello de la ecuacidn de Marchenko:

Q  ec. de Marchenko {R(k)' kj' dj }

Sin embargo, esto podrfa hacerse extensivo, en princi-

pio, a cualquier operador lineal L (L actfia sobre un espa.

cio de funciones cuyas caracterfsticas deben ser especifi

cadas en cada caso particular). Hablando con un poco de

generalidad, cabe plantear lo siguiente ¢

o

Que el PROBLEMA DIRECTO consista en resolver la
ecuacidn de valores propios del operador L, a
partir del cual se obtendrian ciertos paréme -

tros de dispersifén, que los indicaremos con el

simbolo C

u — C (2—2&)

Para el PROBLEMA INVERSO se debe construir una
ecuacién, similar a la ec. de Marchenko, que
permita recobrar la funcién "potencial" u a

partir de los parémetros de dispersidn.

u C (2-2Db)
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2.3 Insertamos el problema no-lineal(2-l)en el esquema del

M.I.D., indicado en (2-2a) y (2-2b)

Esto lo llevamos a cabo a través de los siguientes tres pa

SOs:

a) Interpretaremos la solucidn buscada u, que es una fun-
cién de dos variables, como una familia monoparamétrica de

funciones ru de una variable.

u: funcién de 2 variables “j) [ u.}familia monoparamétrica
— 3
u-imz C
: AR —— ¢
(x,t) ———u(x,t) X u(x)=u(x,?)
v
Z

1

La interseccidén de la
superficie § por el

plano t =1fl nos da

la grifich de la fun
cidén u.
’rl

S = {( x,t,z)éR3 / z=u(x.t)}
fig-2
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X tig-3 X
b) Buscamos soluciones"tomando fotografias"

Bidsicamente el problema 2-1 consiste en averiguar cfmo es
el perfil de la solucifn en cualquier instante t =7, si

se conoce el que tiene en el instante t = 0

t:O t=7x

R R
fig-4

c) Hablando con cierta generalidad consideramos ahora que
a cada funcién 2 le hemos asociado cierto operador lineal

-L(r) ¥, y con ellos formamos una familia monoparamétrica

L = {L(‘t') ,'L‘GIR} .

* La relaci6én entre L(?) y el problema 2-1 se podra apre-

ciar en la figura 5.
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Asumimos que el M,I.D. correspondiente a [ ests resuelto
en el sentido indicado en 2-2a y 2-2b, es decir podemos ob
tener _u a partir de C(¢) y viceversa.

problema directo

u c(¥) , para cada t<R (2-3)

problema inverso

2.4 Procedimiento para solucionar

el problema no-lineal 2-1

Como deseamos hallar u a partir de ol ¢ lo expresado en

(2-3) sugiere plantear el siguiente esquema

(o)
ou C(o)
u C(v)

el cual permite visualizar el siguiente procedimiento

@. conocida la funcién Jur se procede a
determinar los paré@metros de disper-
sién C(o)
(. Averiguar cémo obtener C(r) a partir (2-4)
de C(o)
(:l Aplicando el método inverso, obtener
U 2 partir de los pardmetros de dis

persién C(v)
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L .
a (o) C (o)

problema directo

Evolucidn de los=t
pardmetros de
dispersidn

u Cc ()
problema inverso

Fig. 5 Procedimiento sugerido en (2-4) para resolver
el problema no lineal (2-1)

2.5 Lo que necesitamos para llevar a cabo el planteamien-
to (2-4)

El esquema de la figura 5 nos plantea tres tareas:

o Asociar una familia de operadores lineales {L(i)}a la e-

cuacidén 2-1
o Resolver el problema inverso (en el sentido indicado en
2-2a y 2-2b)

o Determinar como evolucionan los parametros de dispersidn

La primera de ellas podemos abordarla con cierta generali-
dad y es lo que nos proponemos hacer en las secciones si-
guientes.:. Las otras dos son m&s especificas y exigen cono
cer explicitamente la familia {L(tﬁ7 serd en el Capitulo 4,

al resolver la ecuacidén de KdV, que podremos apreciar con de

talle en que consisten.
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3. COMO ASOCIAR A LA ECUACION NO LINEAL (2-1)

UNA FAMILIA DE OPERADORES LINEALES

3.1 Criterio a seguir

La idea es tomada del trabajo de Gardner, Greene, Kruskal
y Miura 1967 (ver Ref. 7 ) quienes aplicaron por primera
vez el M.I.D. para resolver un problema no lineal. Consi-

derando la familia monoparamétrica de operadores
L={L =0+ .3 ve R | (2-5)

donde <4 €s una funcién real 24 tIR — R

ellos encuentran que si la funcién u:IR2

R , con

u(x,r) = tu(x), satisface la ecuaciébn :

u, - 6uu_ + u =0
t X XXX

entonces cada uno de los operadores L( tienen los mismos -

T)

valores propios.

Este interesante resultado lo hacemos extensivo al caso ge-

neral

Queremos establecer un mecanismo que nos indique como cons
truir una familia de operadores lineales {L('r) ' TER }
tal que los valores propios sean invariantes con respec

to al par&metro T . (2-6)
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Es decir, en la ecuacién L Y = Y suceda que al va
1r, )Y ()= X Y(a) que a
riar ¥ cambie tanto el operador como la funcién propia, mas

no el valor propio.

En el contexto de los problemas no lineales de la forma(2-1)
y teniendo en cuenta la interpretacién de la solucién

u:]R2 ——— € como una familia monoparamétrica de funcio-
nes T:u:IR —— € con u(x,r) = cu(x), se pueden presentar

dos casos:

i) Dada una ecuacibén no lineal u, = F(u,ux,uxx,

ees)

éC6mo determinar (cémo construir) su correspondiente
familia de operadores lineales [ = {L(e) r T<ER }

en la que los valores propios sean invariantes con

respecto al paré&metro v ? 6

)

ii) Dada una familia de operadores lineales L ={I%z),fém}’

¢Qué ecuacién del tipo u,_, = F(u,u ...) debe sa

u
t x! "xx’

tisfacer la funcién u para que los valores propios

de los elementos de { sean invariantes con respecto
a © ? (2-7)

Agui el pardmetro T hace referencia a la funcién,vu que a-

parece explicitamente en la definicién de LG!) (la expre -

§ién 2-5 nos d& un ejemplo de esto)
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3.2 ¢Qué es una familia de operadores equivalentes?

El criterio expuesto en 2-6 exige desarrollar el concep
to de operadores equivalentes .

Sea [ una familia monoparamétrica
3 operador lineal , v e ER}

(por ahora es suficiente considerar que el conjunto &

de funciones, tiene una estructura de espacio vectorial).
Definicién :

L es una familia de operadores equivalentes

=

existe { U(tﬁ: £ ——> & , operador lineal

inversible }

tal que (2-8)

donde U(o) =I (operador identidad)

Denotemos con Y la funcidn propia del operador L(o)

(0, x)
correspondiente al valor propio « . Aplicando la def. (2-8)

resulta :

Loy (0,0~ % ¥(0,) = Ly P e)¥i0,)" % Ce) Yio,)
(2-9)
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Este resultado indica que, independiente del valor que tome

. U .2 . _
¥, la funcidn (t)Y( ) es funcidn propia de L(t) y el va

O’G(
lor propio es el mismo nfimero « ; esta propiedad es la re-

querida en 2-6.

Asf, dado el problema planteado en (2-1), nuestra tarea
consiste en averiguar como construir la familia de ope-
radores equivalentes que haga posible llevar a cabo el

esquema de la fig. 5. (2-10)

Previamente, complementemos el resultado (2-9). Aplicando

la definicién (2-8) obtenemos ¢

Los resultados (2-9) y (2-11) pueden resumirse en el siguien

te diagrama

0
0
a ¥(o,%) Ye) Y(o,x)
2
o}
o 1
¥ u’,
S p (®) “(z,p) 1 ¥, p)
« 9} /
s~ (%) e
“\\\\\——.////
funciones propias funciones propias

Fig. 6 Forma en que evolucionan las funciones propias con
respecto al pardmetro v.
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Forma de identificar los operadores equivalentes.-

Alternativamente a la def.(2-8) y a la forma de pre
sentar, en la Fig. 6, cémo evolucionan las funciones

propias, haremos uso de los siguientes resultados:

Existe una-familia'de opera-
h%@)} es una familia de dores {A(t)}con la cual
operadores equivalentes se satisface !

Las funciones propias Y(t ) evolucionan de acuerdo a
14

la ecuacidn :
Yo, a) TAr) Yr,w) (2-13)

(la demostracidn de(2-12)y(2-13) se da al final del capi

tulo , Ver Anexo 1)

Esquema para asociar una familia de opzradores equiva-

lentes a una ecuacidn no-lineal

Tal como se menciond en(2-7) pueden presentarse 2 casos:

3.3-1) Se tiene la ecuacién no lineal ug = F(u,ug,u . ...) ,

u:IR2 €, y deseamos asociarleuna familia de

* [L,A}=1A - AL v, en L oy, el punto indica derivacién
con respecto a v .
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operadores equivalentes. Lo intentaremos bajo el siguien-

te esquema:

u: R c familia monoparamétrica e
de funciones

{ JR—C /tu(x)=u(x,r) | }

a cada tu le asocia-
mos un operador lineal

L(,:)= %PJ (tU)ﬂj

familia
monoparamétrica
operadores

]
donde {L(t)]
jlj: E-——)E’ es un operador lineal a ser. determinado

pj(tu): g — f,operador lineal en cuya definicién aparece

U explfcitamente (en particular puede presentar la forma

de un polinomio).

La idea, sugerida por Lax (Ref.8), es el elegir 1los pj‘

Ilj de tal manera que para alguna familia de operadores

{ A(t)}se cumpla L(f)+ [L(t)’A(¢0]= ut_F(u’ux’uxx"")

Si esto fuera posible, se cumplirfa que
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u satisface la ec.

i‘('r)+ [L(c)' A(v)] =0

pees)

u, = F(u,u ,u
: (u, x! "xx

t

y,de acuerdo a (2-12), {L(e)}seré una familia de operado-

res equivalentes.

3.3-2) En este caso se tiene una familia de operadores

L(g), en la que el subindice » hace referencia a que en

la definicién aparece la funcidn éu:R C explicitamen

te, y queremos averiguar: que ecuacién debe satisfacer

u: R4, ¢ (siendo u(x,+¥) = ,u(x)) para que {L(t)} sea
una familia de operadores equivalentes.

El procedimiento a seguir es buscar una familia de opera-

] = 0
dores {A(t)} , de tal manera que la ec. L(t)+[L(1:)A(c)-]

adopte la forma de una ec. para u.

A las familias de operadores {L A se las iden
@)’ ()

tifica con el nombre de "par de Lax" .,
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4. APLICACIONES

4.1 E1 Operador de Schrodinger y la Ecuacién de Kdv¥*,

El ejemplo que vamos a mostrar aqui, corresponde al ca

so que hemos mencionado en la seccién 3.3-2

Sea {tu:lR

iR, T €& m.} una familia monoparamétrica

‘de funciones

En base a ella definimos una familia de operadores lineales

} (2-14)

g ='{»fﬂR-———~¢ funcién .contfnua, Df continua } el cual ,

donde

con las operaciones usuales de suma de funciones y produc-
to con un escalar, forma una estructura de espacio vecto-

rial.

,;& es un operador multiplicativo: ;ﬁ(f) = zu.f

Consideremos ahora la funcidn u:IRz—_———+[R /.

u(x, © ) = zu(x) (2-15)
* En el Cap. 3 se detallan aspectos del xol desempenado
por la ec. de Kdv, ux-6uux+ U™ 0, en el desarrollo de

la fisica no lineal.
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Pregunta

rd 3 . o o 2 -
éQué ecuacidn debe satisfacer la funcién MR ——— R &

wil

fres.

para que ¥ sea una familia de operadores equivalen

tes?

Para responder esta pregunta nos guiaremos del resultado

(2-12).

A partir de (2-14) y (2-15) se obtiene Fknf (x) =
ulx,7).f(x) 0O sea

Hmf. =1:(Ut)'f

A fin de simplificar la notacidn, en adelante.escribiremas

(2-16) *

(2-17)

pero queda sobreentendido que en (2-16) estd lo que se de-
sea indicax. En (2-17) u, debe ser considerado como un o-

perador multiplicativo. Luego
(2-18)

Ahora, debemos encongtrar una familia de operadores 'A(t)
con la cual al corchete que aparece en el segundo miembro
de (2-18) se convierta en un operador multiplicativo, don

de intervengan las derivadas parciales de u.

2
* Como es usual, para u: R

R definida en (2-15),ut
denota la funcion derivada parcial de u con respecto

a- la segunda variable.Ademads
1,(ut):IR-—,IR , z(ut)(x).= Up(x,)
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., Ensayemos con Aff) = aD ¥7¥s R (a cte.); al reem

plazar en (2-18) obtenemos

(2-19)

Exigiendo que u sea solucidn de la ecuacién

uy -aux =0 (2-20)

en(2-19) tendremos

+ a =
H q) [H(r), D ] 0
y asi 3N , dado en (2-14), es una familia de operadores e-

quivalentes.

o La eleccidn hecha para u, a través de (2-20), no es

‘la Ginica posible. En efecto, consideremos ahora

A _. = a(D> + bD + Db) (2-21)

(®)
donde b - b(x,t) es una funcién por elegir y a es una cons

tante

ut—

—a(uxxx + 2bux + bxxx)

A fin de convertir el segundo miembro de esta igualdad en

un operador multiplicativo, elegimos
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= -3
b = 7 u

con lo cual

a
u -7 (uxxx 6uux)
Eligiendo a = -4 resulta
Luego
Si u: 'IR2————->IR satisface la ec. de KdV:.Ut -bu ux+ UX X,X=O
entonces
° {H(t)= - D2+ 29 relR } es una familia de operadores
equivalentes
donde Lu(x) = u(x, )
. Las funciones propias satisfacen S.K(Td )=A(1:)Y(1: )
AT ey o
donde A, = - 4p3 + 3uD + 3 Du (2-22)
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4,2 Ecuacibn modificada de K4dv

Se desea asociar una familia de operadores equiva

lentes a ecuacidn no-lineal

Ec. MKAV (2-23) *

Puesto que el operador de Schrodinger H(t)= —D2 +tP es

td asociado a la ecuacién de KAV u, -6uu_ + u =0,
t X XXX

cabe pensar que,introduciendo una modificacidn en H(t)
podamos encontrar el operador a ser asociado a la ecua-
cidn MKdV. Esta idea adquiere mayor claridad si presen

tamos la ecuacidn de Schrodinger en 2 componentes.

En efecto, notemos cue la ec. de Schrodinger

con el cambio de variable
f = iky - DY , g=-Yy

se convierte en una ecuacién de valores propios para H

-1 0 o Q
']H-01D+-1o

La forma que ha adoptado. [H sugiere que la ec. MKdv
sea asociada a una familia de operadores del tipo:

La forma como se ha planteado el problema corresponde
al caso que hemos mencionado en la seccidén 3.3-1
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=B D + -24
L(t) U (2-24)
donde
1 o 0 ,cu"
D= D, wus=
r L0

/3 ﬁ . constantes a ser determinadas
4 ). 2.

u(x)= u(x,r)
4

Ahora - tenemos que construir una familia
la que se verifique L('t'.') + EL(‘Y)' A(‘!.')J= 0

Ensayemos con A = am3 +PD + R (2-25)

r & = cte

Pj=Pj(Xat) P L4 S rj(X,t); j=1,2,3,4 funciones a’
determinar

Con (2-24) y (2-25) obtenemos

) ¥ [Lm»%}: U, +[BD + U ,aD’ +PD + ]
{[na P] - 3a mx}mz +

{[133 R] {UR] +B B, - 3a wxx}m +

.{mt + DU'IR] tBR,-al xxx_mx}

(2-26)



{L(g)}- verificard la ecuacidén de operadores equivalen
tes si las cantidades entre llaves se anulan. Es esto

entonces lo que exigiremos

U+ [w , m] +BR, - al,  -PU = 0 implica

ﬁﬁ(rl)x+'ﬁ2(r4)x =0

Al igualar a cero las cantidades [qu] - 3aIUx '

[18 ,JR] + EU ' IP] +BPF, - 3a Uxx Se obtienen relaciones
las cuales se combinan con el dGnico fin que (i) tome la
forma de la ec. MKAV (las operaciones las mostramos al

final del capitulo Ver Anexo 2 ). Ia eleccidn adecuada

resulta ser

2 . . -
pl = p4 = 4+ 6u ¢ ﬁl = "ﬁz = -1; r2 = -r3 = 3uxx ’ a=-4
y asi en (2-24) y (2-25) tenemos :

o \
-1 O\ z 6u2 6 u —-6uuy 3uy i

B =] e + x2 -
o 1 S Ted(oduy ey
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. . - 2
‘81 u  satisface la ecuacidn ut+ 6u‘ux + Upux = 0 ,

s e cumple;

(0O u
= B v _
{L(t) D + {u 5 ; tal que rU(X) u(x,r) j es
T

una familia de operadores equivalentes.

Ademés
Y = AY , A =-4D>+PD+R
Para Y(,,), funcién propia de L(f)
(2-27)
4.3 Ecuacidn de Schrodinger no-lineal,.
Uy + 'vlulzu.+-iut = , y cte (2-28)

'u:IRz———+<E

Verifiquemos la utilidad del operador definido en (2-24)
Buscamos asociar a la ecuacidén no-lineal de Schro-

dinger una familia de operadores de la forma

L =B D+ 2-24(1)
donde:
pl 0 1 o o u*
= D = D U =
o B, o1 L2 O

ﬁl ,ﬁz constantes a determinar

(l)tu*denota al conjugado complejo de.ru
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Buscamos una familia {Awﬂ}con la que se satisfaga la

ecuacibn de operadores equivalentes L(z) +E;(f)' A(;i}=0:

En la seccidn anterior queriamos arribar a una ecuacidn
2

‘de 3er orden u_ - 6uu” + u =0 y se eligi6 A =

t XXX
3 . -
= alD+ ; ahora nuestra ecuacidn es de segundo orden

y lo indicado es buscar A de la forma

A =aD2+mR (2-30)

donde

¢ a = cte

rj = rj(x,t) j=1,2,3,4 funciones a determinar

Con (2-29) y (2-30) se obtiene

Ly * (sl = {-ZalU + [B . \R]}m +

{v, +BR, + [U, R] - aw,, } (2-3D)

Exigimos que las cantidades que aparecen entre llaves

se anulen, lo cual nos conduce, luego de ciertas ope-

(1)

raciones , a

Jl 12 51 'ﬁ
] -— 1 ] 2 — -
iu, + ia Pl Bz u +1(;1) | ua=20 (2-32)

2

Ver anexo 3 al final del capitulo
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2a *
=0 ,xr, = . u,_ ;7 r, = u
T2t py 2T 3 T Bmpy
(2=-33)
Para aue (2-32) tome la forma de la ec.(2-22) debemos exigir

-ia =1 . ir, ———=

1 2 2

Si expresamos al pardmetro "a" en la forma a = ip (p = cte)
entonces la relacidn (2-34) indica (1 + p)}3é = (l—p)ﬁl )

pudiendo elegir
a=ip , P =1 +pi , B=@0-pi p#l (2-35)
con los cuales en(2-33) se obtiene

2

r, = -1 =B yu (2-36)

donde el pardmetro p es libre de elegirse; suele fijarse su
valor a través de la igualdad ¥ = 1 E b2 Con esta elec
cibén y las que se indican en (2-34) (2-35) y (2-36) se tiene

el siguiente resultado:

l#4p O -1 juf u

ConB =1 r R = ¥= 2
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donde u satisface la ecuacibn u_. +vtu|2 u + iu = 0

se cumple

o u
o It)= BD + * » teR } es una familia de ope:
* 200 radores equivalentes

o Las funciones propias evolucionan de acuerdo a la

ecuacidn

Y = AY ' A=ip1D2+IR (2-37)
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ANEXO 1
Existe una familia de o-

{L _ familia d peradores {A(¢)}con la
o (r)}es una familia de .
:> cual se satisface

I.‘(t)" [ Pigy] -0

operadores equivalentes

Demostracidn
. . o . . r 1 -
( > ) Por hipdtesis ex1ste{ JGKLIY se cumple L(r) U(t)
-1
Po) Y in)
por lo tanto, con A(t) = U(t)U;%) se cumple

G@:)Por'hipétesis existe{ A }con la cual se cumple

()
(i)
Formamos la familia '{U(f)} a partir de las soluciones

de la ecuacibn*

* No haremos hincapié en las condiciones de existencia y uni
cidad de la solucién a esta ecuacibén de operadores.
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U = A

(€) ) Y(e) * Yo T 1T

(o)

Multiplicamos por U( en (i) (por la derecha)

T)

Ley Yo + L, U

v lw) Pty "

Multiplicamos por U(l) (por la izquierda) y reemplaza-

mos A = U

(e) (¥)

S I | _
() L(c)U(c)> " Y@ Y (Lmu(x)) 0

-1 _ _ -1 -1
U - U(‘c)U(e)U(t)

o De (2-9): Y o) ©S funcién propia de L(o) y(U(t) Y o) 1o

seri de L(z)

(Y ¥(0) = YYo= 2x) Uiy Y (o)
usando Y(t) = U(t)Y(o)' se cumple

Y = A

(%) ¥

(r) ~(®)



ANEXO 2

En(2-.26)) exigiendc [B » P ]

En(2~26) exigiendo (B, R] + [U, P)]

se obtiene
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0

6a

3a

3a u_

XX

3aux

+ BP

se obtiene

3au

(1)

(ii)

En (2-26) exigimos W, + EIJ , m] +BR - aW,  -PU, =

y combinando con los resultados dados en (i), se obtie

ne:

0
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(r,) - (r,).
PR 2 4 Fatzy 2 Prtra)y —ul; - r,) =0 (iii)
2 71

- U, (P4“ Pl) + pz(rﬁxf ﬁlhﬁ)x - 2u(xh —ri) =

s ]
_y Pat R (P1%2 *Fa%3)
X 2 a XXX 2

En (iii) aparece nuestra ecuacidn de interés, y los pasos

a dar estan encaminados a darle la forma de la ec. MKAV.

N6tese la conveniencia de elegir Pl = -1 , PZ = 1 pa-
(B, r, +B, r,) (t, - 1)
ra obtener < —% 2 2 37x 3 2°x y asi aprovechar
2 2
el valor ( ry ¥,) que aparece en (ii)

Eligiendo ﬁZ =1,B7=-1 en (i), (ii), (iii), respec-

tivamente se obtiene

(1v)

o
(N}
1
1
N W
o}
[
o]
w
il
ojw
o)
o

x e« o0
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u, (P4=p;) +(r3)x'=+(r2)x—2(r4 -r;) u=0
Py + Py (r3 rz)x
- u - au + + u, =
X 2 XXX 2 t
. _ 3 2
En (v ) podemos elegir Py = Py = 5 au,
tonces que r, + ry = O. Como resultado ,
forma en
+ 3 2
5 au”
Reemplazando (vii) en (vi)
r, = I,
- = au2u - au + 3 au + =0
2 X xxx 4 Fxxx T Yt T
Puede elegirse r, = %,au y asi obtener
- 3 . — 3
L =sauw, ; I, =35 auu,
-3 2 1
ut + 2 au ux 4 auxxx =0

Eligiendo a -4 se obteiene’'la ec. MKAV.

(vi)

cumpliendo en-

se trans

(v).
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ANEXO 3
En(2-31) exigimos EB, IRJ = 2alU x . Se obtiene

2a‘ u* ; 3 = e u (i)

f1 = B2 X

En(2-31) exigimos o, + BRx + _|—IU ’ mj -aWy, = 0 , se

obtiene

Prlr) g +T3u* - ryu =0 (ii)
32(r4)x- r3u* + r,u =g

xx (iii)

(U)$(Fl rl+lg2r4) = cte. Arbitrariamente elegimos esta
constante igual a cero. Luego

(iv)

Reemplazando (1i) y (fv) en (iii)

Bt By

ﬁl u* - g y* -r
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(v)



CAPITULO 3

HECHOS QUE HAN CONTRIBUIDO A UNA MEJOR COMPRENSION DE
LOS FENOMENOS NO LINEALES
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1. INTRODUCCION

En los (iltimos 20 afios se ha evidenciado un gran progreso

en la comprensidn de los fenémenos no lineales a través de,
bdsicamente, dos ramas troncales. Por un lado se incluyen
estudios para predecir el comportamiento de un sistema en su
transicidén desde un movimiento ordenado hacia un movimiento
cabtico; las referencias 22 y 23 ofrecen una adecuada ilus-
tracién sobre el tema. Por otro lado tenemos el estudio de
sistemas completamente integrables, en donde un nuevo con
cepto, el SOLITON, aparece con una marcada y singular impor
tancia; el presente trabajo, en su integridad, se encuentra

enmarcado en esta rama.

Las secciones 2, 3 y 4 del presente capitulo tienen un ca
rdcter descriptivo. Nuestra intencibén es ofrecer una visién
general de cual ha sido el desarrollo del estudio de los so-

litones.

2. SOLITONES

2.1 C6mo se generan ondas de perfil rigido.

Acerca de los solitones hemos, ya, hecho referencia en la
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introduccién del Capitulo 2 Continuemos aquella breve des
cripcién tratando de explicar porque causd sorpresa el encon
trar ondas que, satisfaciendo una ecuacidén no lineal, viaja-

ran sin sufrir deformacidn alguna.
Comparemos el comportamiento de las soluciones de la ec. li-

neal

u + u u, - 0 ' u_ cte. (3=-1a)

con las de una ec. obtenida al anadir un término no lineal

ut + u u, + uux =0 (3-2a)

Estamos considerando u: IR2—-> R

La solucidén general a la ec. lineal (3-13) estd dada por

u(x,t)=f(x—uot) (3-1b)
f : R R funcidn real
! U >= 1la cual describe un perfil de on
‘ t=t >0 da desplazédndose con velocidad
y x constante u_ vy sin deformarse.El

tat,> ¢, comportamiento de una solucién

N

particular es indicado en la fig.

-5

1. La llamamos onda lineal por-
que su comportamiento estd gober
Fig. 1. Comportamiento
déguna onda gineal nado por una ec. diferencial 1li-

neal.
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Al poner la ecuacién (3-2a) en la forma u, + (uo+u)ux =0,

t
nos sugiere la solucidn siguiente*

u(x,t)= f(x—(uo+u)t) , £: R—R func. arb. (3-2b)

La expresidn (3-2b) proporciona
la solucién en forma implicita,
e indica que un "trocito" de

curva cuya ordenada es u, viaja

con velocidad (uo+1n . Los de ’
mayor ordenada avanzan con ma-
)

yor velocidad. Un caso particu v
lar es ilustrado en la fig. 2.
La llamamos onda no lineal por-
que su comportamiento estd gober Fig. 2. Comportamiento

de la onda no lineal go
nado por una ec. diferencial no bernada por (3-2a).
lineal.
*

En efecto la funcidn u definida aqui en forma implicita,sa
tisface lo siguiente:

u, = - [(uo+u)+ utt] f!
(u0+u)ux = [}uo+u)—(uo+u)uxt] £!
Yy asfi

(u+tuju +uu )[1 + t£'] = 0

Como f es arbitraria (a excepcidn de aquella que haga nulo
el segundo factor del primer miembro)resulta que u es solu-
cién de (3 -2a).
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La comparacién de la ec.(3-la) con (3-2a) y la fig. 1 con la

fig. 2, nos sugiere que

la presencia de un término no-lineal en la ecua
cidén es el causante que la onda se vaya defor- (3-3)

mando a medida que se propaga.

En una interaccidén entre ondas no-lineales era de esperar g
que la deformacidén sea afin mayor. Sin embargo, en un estudio &
hecho en computadora, publicado en 1965* Zabusky y Kruskal re
fieren que ondas cuyo comportamiento esti gobernado por la ec.
no linal ut—6uux + uXXX = 0 recuperan el mismo perfil que pre
sentan previa a la interaccion. A las ondas con tales carac-
teristicas las denominaron SOLITONES. Este resultado parece
estar en contradiccidn con el que hemos esbozado en el p&arrafo
anterior, las ondas deben deformarse a medida que avanzan. Una
posible explicacidn podemos encontrarla estudiando el comporta

miento de la ecuacidn

ut + u u, + uxxx =0 (3-4a)

Consideremos una condicién inicial u(x,0), y expresémosla como

una suma de funciones armdnicas

u(x,0) = 4[ A(k) exp(ikx)dk

o

* Ver Ref. 6.
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la solucidn u estard dada por

u(x,t) = f A(k) exp [i(kx - w(k)t)dk (3-4b)
donde w(k) = uk - x>

Puesto que cada onda compo

nente exp i(kx-wt) tiene di

ferente velocidad de fase
Ve (k) = W(k)/k’el perfil
se dispersa a medida que
transcurre el tiempo. Se ha
tratado de esquematizar es-
te comportamiento en la fig.

3.
Fig. 3 Comportamiento de una on

da en un medio disversivo.

Consideremos ahora la ecuacidn

+ + + = -
ut uoux uux uxxx 0 (3-5)

De acuerdo a los resultados descritos en las lfneas anterio-
res, es de esperar una competencia entre la tendencia a un
empinamiento (debido al término no lineal uu ) y aun ensancha
miento (debido al té&rmino dispersivo u___). Esto puede dar

XXX

lugar a una onda cuyo perfil tenga una forma rigida. {Ello

ocurre.
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Para verificarlo, ponemos la ecuacidén (3-5) en la forma

y trabajamos con v = ug + u

v, +vw_+ v =0 (3-6a)
t X XXX

Una onda que se desplaza sin def ormarse es de la forma
v(x,t) f(x-ct),yeste tipo de solucidn es el que buscare

mos (los detalles del procedimiento los indicamos en el Anexo
1l,al final del presente capitulo; ver expresidn 3-55) . En

efecto encontramos que (3-6a)

v
admite como solucidn
<
—
! _//-\\ >
(3-6Db) >

donde c es una constante ) .
Fig. 4 Grafica de 3-6b (t fijo)

La competencia entre un comportamiento no lineal y un com

portamiento dispersivo, ha dado como resultado una onda .

de perfil rigido.

Este cardcter de competencia entre tendencias del sistema
a tener 2 o mds comportamientos es vilido también en otras e-

cuaciones no lineales que presentan ondas de perfil riaido

como solucién.
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2.2 ¢Qué es un s0litdn?

Lo que hemos obtenido en (3-6b) es una familia monoparamé
trica (el pardmetro es c) de ondas no lineales que satisfacen
(3-6a) . NO6tese como la amplitud depende de la velocidad, las

de mayor amplitud tienen mayor velocidad; esto no ocurre en ondas li-

neales.
Hay otra caracteristica muy interesante (que luego verifi

caremos analiticamente en el cap 4 ). Existen ciertos valo-
res discretos de c Cyr Cps «++ Cy o+ para los cuales las co

rrespondientes ondas no lineales recuperan el mismo perfil

que presentan previa a la interaccién (Ver fig. 5). Para otros

valores de ¢ esto no ocurre .

(+ —-)

RS

~

(t —=)

Fig. 5 Comportamiento de una solucién particular de la ec.
(3-6a). Asintb6ticamente (esto es, para |t|— <) se descom
pone en 3 ondas del tipo (3-6b)
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Algo, de similitud encontramos en esto con una de las propie
dades de la ec. de Schrodinger 1-5b. Por ejemplo, para un

potencial Q tal que Q(x) 0,Q £Q0(x) < 0 ¥xelR

|x|—~>oo
puede ocurrir que para cada valor de QO< k2< 0 1la solucibn
exista. Sin embargo sblo para ciertos valores discretos kg '«

j=1,2, ..., N la correspondiente solucidn K Y resulta ser

de cuadrado integrable y ellas son las que hasta el momento
se les ha dado una interpretacidn fisica.

El comportamiento esquematizado en la fig. § es lo que ca
racteriza a los solitones.  Para mayor precisidn, damos la si

guiente clasificacidn.

Onda viajera: depende de las coordenadas x (posicidn) y t

(tiempo) solamente a través de u(x,t)=f(x-ct)

Onda solitaria: es una onda

W
viajera localizada. La
transici6én desde su va-
lor asintdtico en
X - oo hacia el u

que toma en X —— <o

la realiza, apreciable
mente, en una regidn fi

nita del espacio.

Fig.6 Dos tipos de ondas soli
tarias (para t fijo)
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SOLITON: Esta referido especificamente a soluciones de una
ecuacién diferencial no lineal. Es una onda solitaria

que preserva su forma y velocidad luego de interactuar

con otra onda solitaria.

Esta definicién de solitén es la m&s usual (En la Ref. 19,;
pag. 4 se insiste en ello). Sin embargo, una mejor comprensién
de su comportamiento se lleva a cabo cuando la ec. no lineal co
rrespondiente alcanza a ser interpretadda como un sistema hamil
toniano infinito dimensional completamente integrable; habla_
mos entonces de una ECUACION SOLITON, y la definicién arriba
indicada especifica solamente una condicibén necesaria para que
una onda sea considerada como soliton. (La Ref. 3, pégs. 35,
45, 120 hace hincapi€ en este aspecto) En el caso finito di-
mensional (2m variables) se dice que un sistema hamiltoniano,
es completamente integrable si encontramos m constantes de mo-
vimiento F;, i= 1,2,...,m, las cuales son independientes; este
tipo de sistema admite una transformacibén de coordenadas que
lo expresa como completamente separable y preserva el forma-
lismo de estructura hamiltoniana: las variables de accibn Ji
i=1,2,...,m las cuales son funciones de las constantes de
movimiento F,. En el caso de una ECUACION SOLITON las corres

pondientes variables de accién son los pardmetros del solitédn:

velocidad, amplitud,etc.
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Asi, los parémetros del solitdén estdn relacionados con
las constantes de movimiento del hamiltoniano que ha
sido asociado a la ecuacibn no lineal de la que €1 es
solucidén. Esto permite entender porque una onda soli-

tén mantiene su identidad en una interaccibn.

2.3 ¢Porqué interesa el estudio de los solitones?

Cuando se tiene un problema nuevo, uno trata de identifi-
car la parte esencial y plantear el modelo mas simple posible.
A partir de €1 se va considerando, gradualmente, los términos
que hacen méds realista el problema y que inicialmente no tuvi
mos en cuenta. Tiene una importancia esencial saber identifi

car el punto de partida, el modelo inicial.

Cuando un fenémeno estd gobernado por una ecuacién no-1li-
neal, un procedimiento usual ha sido eliminar, moment&neamente
los términos no lineales; nuestro punto de partida es una ecua
cibén lineal. Posteriormente, usando el método de perturbacio-
nes, construimos las soluciones del problema no lineal a par-
tir de las soluciones del correspondiente problema lineal.
Este es el caso, por ejemplo, cuando consideramos una red cris
talina y nuestro modelo inicial considera a las particulas mo-
viéndose alrededor de su posicién de equilibrio interactuando

como si estuvieran unidas por resortes, F = kA: comportamiento
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arménico. Cuando los resultados de tal descripcién no son
satisfacotrios, se considera que F = k(A-+«A_2) y se dice
que el cristal tiene un comportamiento anarménico, cuyas so
luciones se buscan en forma de una combinacidn lineal de

las soluciones que describen el comportamiento arménico.

Sin embargo, en varios problemas de gran importancia
tal procedimiento no ha resultado adecuado (en la Ref. 19,
pdg-2, se mencional algunos casos). Lo mds acertado no es
partir del correspondiente problema lineal sino aislar en
nuestro modelo no lineal aquella ecuacidén que admite solu-
ciones del tipo solitén, y a partir de ellas recién aplicar
el método de perturbaciones. Dada las propiedades de los

solitones, tendremos un punto de partida, un estado base,

muy estable.

Procedimiento piigézTa + perturbacidn
no adecuado

PROBLEMA

NO LINEAL
Procedimiento solitones + perturbaciones
vadlido

3. COMO LA FISICA SE INTERESA EN EL ESTUDIO
DE LOS SOLITONES

3.1 Observaciones hechas por Scott Russel en un canal de agua.
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En 1834 John Scott Russell qued6 muy sorprendido al ob-
servar un nuevo tipo de onda de agua en la superficie de un
canal. En su descripcidn original* refiere que estaba obser
vando el movimiento de un bote que era jalado ridpidamente
por un par de caballos, a lo largo de un estrecho canal. Re
pentinamente el bote se detuvo, mas no asi el agua que habia
puesto en movimiento tras de si, y cerca a la proa se acumu-
18 una porcién de agua para luego salir y avanzar a gran ve-
locidad de lo largo del canal en forma de una solitaria ele-

vacidn sin, -aparentemente,
cambiar su forma o disminuir

8ml[ldy _ o
C hora su velocidad. La persiguié

i con su caballo y la onda pre

- servaba su perfil original

£S5 -

"W77f/777777777777/77777/77/7//}77]]/7%7/, de unos 30 pies de largo, 1

al 1l/2 pie de altura, ve

30 ples T ~- ", ™

locidad de 8 a 9 millas por
hora. Su altura disminufa
gradualmente y después de una persecusién de 1 a 2 millas la

onda se perdi6 al final del canal.

Las ideas propuestas por Scott Russell fueron recibidas

al principio con escepticismo, tanto Airy como Stokes cuestio

* La transcripcién de una parte de este original podemos en-

contrarla en la Ref. 3 pég. 21, el original se indica en la

Ref. 27.
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naron incluso la afirmacidn que una onda de agua avanzara sin

cambiar de forma y estar siempre por encima del nivel de equi

librio. En 1849 Stokes publica un trabajo indicando que la

inica onda de perfil permanente era una
modificaba su forma al incluir términos

delo (posteriormente admitid su error).

Newell (Ref. 3, p&g. 24) indica que

observaciones de Scott Russell pudo ser

onda sinusoidal y que

no lineales en su mo-

la importancia de las

medida por la eminen-

cia de los hombres que se dedicaron a su estudio y encontraron

su explicacidn: Boussinesq (1872)* y Rayleigh (1876)

Tratando de dar respuesta a las objeciones de Airy vy

Stokes , en 1895 dos cientficios holandeses Korteweg y de

Vries** (aparentemente sin conocer los resultados de Boussinesq

y Rayleigh) derivaron la ecuacidén, que ahora lleva su nombre ,

la cual describe ondas que se propagan en una sola direccidn

sobre la superficie de un canal de poca profundidad.

Ec. de Kd4dv (3-7)

fig. 7

* Ver Ref. 29
** Ver Ref. 2§



-80-

Salva factores de escala, los términos que aparecen en la e-:

cuacién (3-7), est&n indicados en la Fig.7.

u elevacién de la superficie por encima del nivel
de equilibrio
h profundidad del canal

a,A amplitud y ancho de la onda, respectivamente
a [ho-

X =3 = '
SR Al Y

Con el cambio de variable

2

WxUtW=l+%Quhqﬂ

X' = (645)""" ;! = 6/p )t

en (3-7) obtenemos una ec. para v. Tal ecuacién es la misma
que se indica en (3-6a). La onda solitaria que observ6 Scott

Russell debib ser del tipo mostrado en (3-6b).

3.2 La conductividad térmica en los sblidos (1955)

Dado el carécter no lineal de la ec. K4V, en las décadas
siguientes no se realizaron mayores avances en su estudio a

nalitico. La ec. permanecif en el archivo.

El descubrimiento de otro aspecto importante de la ec. de

KdVv se produjo 60 arnos después,(l965)'y no precisamente en un
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estudio de hidrodiné&mica, sino que tuvo su origen en el si-

~guiente cuestionamiento:

¢Porqué los sblidos presentan una conductividad térmica i

finita?

Usando como modelo una red unidimensional de longitud L, con
sistente en N masas idénticas conectadas en fila por N-1 re
sortes de longitud h, se obtenfa una conductividad térmica e
fectiva infinita cuando se consideraba una interaccién lineal
a través de los resortes, F = KA (es lo que se indica en la
Ref. 3, p. 25.). En 1914 Debye sugirid que la conductividad
térmica finita, se debifia a un comportamiento no lineal en los

resortes usados como modelo.

Basados en esta sugerencia Enrico Fermi, John Pasta y Stan
Ulam (1955)* 1llevaron a cabo un estudio, en computadora , de
una red anarménica unidimensional. Partiendo de un estado i-
nicial en que la energia se localizaba en los modos normales
menores, la energfia en cada modo deberfa permanecer invariable
en el caso lineal (F = KA), ninglin nuevo modo normal deberia
ser excitado. En el caso no lineal, por ejemplo F=k(A4~wA2),
ellos esperaban que la energia fluyera desde los modos de me

nor energfa hacia los de mayor energia a consecuencia del aco

ple no lineal entre las masas, y esto continuarfa hasta que

* Yer Ref. 30
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se estableciera un estado de equilibrio estadistico, con la
correspondiente distribucidén de la energia en todos los mo-

dos normales del sistema.

-Tratando de computar el tiempo que necesitaba el sistera
en alcanzar este estado de equilibrio, Fermi, Pasta y CUlam se
sorprendieron mucho al observar que el sistema mostraba poca
tendencia a la distribucidn
de la energfa entre todos
sus grados de libertad. To-
mando como unidad de tiempo
T = 27 (n/k) >, el 98%  de
la energia se localizaba en
el modo fundamental luego:
de 158 periodos T. Varian-

do el paré&metro de no linea
0 20 3o
(¥ THousanins of oceEs ) |

lidad en los resortes Y dfen milss de ciclos)

aumentando el ntGmero de par

ticulas desde 16 a 64, no Fig. 8 Esta gr&fica, muestra la

hubo diferencias cualitati- energfa total en cada uno de los

primeros 5 modos normales del

vas en el comportamiento del . . .
P sistema, como funcidn del tiempo.

sistema: la energia se in -

tercambiaba sdlamente entre los modos normales mi&s bajos. La

Fig. 8 es ilustrativa a este respecto (ella ha sido tomada de

la Ref. 21,pag. 38)
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3.3 El1 descubrimiento de Zabusky y Kruskal: El1l Solitdn

En 1960; Zabusky y Kruskal se interesan en el problema de
Fermi, Pasta, Ulam, aproximando la red cristalina a un siste

ma continuo*, arribando a la ecuacidn

2
u, +uu 0w =0, (§ cte ) (3-8)

que es la ec. de KAV aparecida en los esutdios de hidrodinémi
ca en 1895. Contando ahora con una herramienta adecuada, 1la
computadora, ellos pudieron investigar las propiedades de di-
cha ecuacidén. Estando (3-8) relacionada a un sistema perifdi-
co, una red de masas vibrando alrededor de posiciones igualmen
te espaciadas, result6 conveniente elegir como condicién ini-
cial una funcidn peri6dica u(x,0) = Cos W¥x . En su famosa pu

blicacion de 1965 (Ver. Ref. 6) ellos inician asf la descripcidn

de sus resultados: "Noso

u
, AL =
tros hemos observado una e
B —————— t:—g-
inusual interacci6én noili ~B ™
1.0 -.M‘\, \
neal entre ondas solita- AL
. -
rias propagdndose en un \*\ _ -
-1.0 \u.ib-,““u'
medio dispersivo". La
fig. 9 la hemos tomado de u C _3-6
ese trabajo. Después de
: . 3,
un determinado intervalo ‘
de tiempo t = 3.6 tgs
ty = l/mse, observan 8 pul
sos. Cada uno de ellos =10 fig.9

* Ver Ref. 31
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se desplaza con velocidad proporcional a su amplitud y, en
consecuencia, se tiene la oportunidad de observar interac-

cibn entre ellas.

Fue una adecuada solucibén, mostrada en la fig. 8, la que
obtuvieron Zabusky y Kruskal pues al consistir ésta en pul-‘.
sos de amplitud gradualmente creciente les permitid clasifi-i’
car los tipos de interaccidn gue eran gobernados por la ec.

de Kd4dv.

a) Interaccidn entre pulsos de amplitudes muy diferentes.

() 1 u

Ciii) 1

fig-10 X
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Fig. 10(i) La onda 1 de mayor amplitud, y asi con mayor velo
cidad, va al alcance de la onda 2 . Ambas presentan un perfil

de las caracteristicas del que se describe en la expresién 3-6b.

Fig. 10(ii) Se forma un pulso cuya amplitud es menor que la su

ma de las amplitudes individuales (lo cual no ocurre en el ca+

so lineal) Este pulso no cumple las caracteristicas de 3-6b.

Fig. 10(iii) Individualmente se han recuperado los perfiles de

las ondas 1 y 2 Pero ahora la onda 1 va primera.
En el capitulo 4 tendremos la oportunidad de verificar anali

ticamente este resultado.

b) Interaccibén entre pulsos de amplitud no muy diferentes.

u
t<o

(i) =0

t>0
u
(iit)

fig. 11
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Fig. 11(i) 1Inicialmente la onda tipo A va al alcance de la

onda tipo B manteniendo ambas su identidad.

Fig. 11(ii) Cuando esté&n suficientemente cerca, ellas parecen -*

intercambiar de forma. La que era de tipo A empieza a dis-

minuir su amplitud (y velocidad) mientras que la otra hace 1lo

contrario.

Fig. 11(iii) Finalmente se tienen, otra vez, una onda del ti

po A y otra del tipo B .

(La fig. 1ll-ii es una idealizacibn nuestra. En su trabajo
Zabusky y Kruskal, Ref. 6 , indican que de los resultados numé-

ricos no es muy claro poder describir qué sucede cuando estén

muy cerca las ondas).

Este tipo de ondas solitarias que, satisfaciendo una ecua
cidén diferencial no lineal, mantienen su identidad (amplitud,
[ 4
velocidad, forma) al interactuar con otra onda, las bautizaron

con el nombre de solitones.

4. POSTERIORES AVANCES QUE CONTRIBUYEN AL ENTENDIMIENTO

DE LOS FENOMENOS NO LINEALES

4.1 La transformacifn de Miura y el Mé&todo Inverso a la disper
sidn.-
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Si en el problema de Fermi, Pasta, Ulam se considera un
término cGbico en la interaccibn ejercida a través de los re
sortes, F = k(A +mxA2 +/3A3), y se toma el limite para descri

bir el sistema com . un continuo, se obtiene la ecuacién.

Ec. Modificada de KdVv (3-9)

Fue Robert Miura quien did el siguiente paso importante, que
condujo a idear un método para resolver en forma exacta un
problema no lineal.Miura -observd que si la funcién v satisfa-

cia la ecuacién (3-9) y definfamos

u=v + Vo (transformacién de Miura) (3-10)

entonces u era solucidn : de la siguienteé ecuacidn

u, - 6uuX + uXXX =0 ec. de KA4v (3-11)

Ahora, para una funcién u dada, la relacidn (3-10) puede ser

linearizada si usamos la transformacidn

v = (3-12)
E1l resultado es
o~ 0T =0 (3-13)

Pero, notemos que la ec (3-11l) es invariante bajo una transfor

macidén de coordenadas galileana, En efecto, con
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u(x,t)= u' (x',t")~A , X! = x =62t
t' =t (3-14)

tanto u como u' satisfacen (3-11)

Asi, en (3-13) reemplazamos(u' -A)en vez de u (y elimina-

mos el simbolo prima)

p2*Y) (3-15)

1]

XX

A{/XX +[/-\ "u(X;t)]/\r =0 ’ (’Y

Esta es la ecuacién de Schrodinger estacionaria en la cual
la funcién u, solucién de la ec., de KAV (3-11l), juega el papel

de funcibn potencial (t interviene como parémetro).

Se relacionaba de esta forma una ecuacién no lineal, 1la
ec. de KAV, con un operador lineal, el operador de Schrodinger
(ver expresidn 1-4). A partir de (3-15) germiné la idea para
elaborar un método analitico de solucidn de la ecuaciodn de
Kdv; en 1967, Gardner, Greene, Kruskal; Miura (Ver Ref. 7) u-
san el Método Inverso a la Dispersidn (el cual hemos descrito
en el capitulo 1) para ese efecto. Esto constituyd otra de

las contribuciones importantes.

Resultd interesante verificar que, si bien para cada valor
del pardmetro t, en (3-15), se obtenia un nuevo potencial, a
cada uno de ellos le correspondia los mismos autovalores dis

cretos Aj , 3 =1,2,...N (aquellos para los cuales la corres
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pondiente autofuncién‘ﬂg resulta'de cuadrado integrable). Més
interesante afin resultd poder identificar en el ntimera de au

tovalores discretos, el nlimero de sqlitones en interaccibn que
describia la ec. de KAV (dada una condicibn inicial, exigida
a la solucibn de la ec., de KAV, queda especificado el corres-
pondiente ndmero de solitones) . En el capitulo 4 resolvemos

analiticamente la ec. de KAV y tendremos la oportunidad de ve

rificar los resultados que acabamos de mencionar.

En Diciembre de 1970 dos cientificos rusos V, E..Zakharov
y A.B. Shabat hacen extensiva la aplicacidn del Método Inver

so a la Dispersidn para resolver la ec.

(v cte) (3-16)

cuyas soluciones tienen el comportamiento de los solitones
(ver ref. 15). Por su parecido a la ecuacidén de Schrodinger
(1-1) esta ecuacibn es conocida con el nombre de ec. de Schro

dinger no lineal, y se obtiene en los estudios de 6ptica y su

perconductividad¥*

De esta manera se iba ampliando el espectro de los temas

en Fisica que inclufan el estudio de los solitones.

* La obtencidén de la ec. de Schrodinger no lineal a partir de

la ec. de KAV ha sido tratado por Ravindran y Prasad, 1979
(Ref 32),
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4.2 Leyes de conservacidén y estructura hamiltoniana

Paralelamente se estudiaba otra caracteristica de la ec.
de KAV consistente en que ella daba lugar a "leyes de conser

s 2 N : . - -
vacidn”". Por ejemplo, u, + uu + uXxx 0 puede ser expre

sada en la forma

u“ +u. ) -0 (3-17)

También, multiplicando (3-11l) por u previamente, podemos ob-

tener.

(3-18)

sumiendo que u y sus derivad s con respecto a la coordenada
espacial se anulan en ]x] —— oo , las expresiones (3-17) y

(3-18) indican que,respectivamente,

x (-]
j-u(x,t)dx =cy (cte.); y/'% uz(x,t)dx = c, (cte),
- 00 -

o9
¥ t
Miura, Gardner, Kruskal, 1968 (Ver Ref. 9) calculan expli
citamente 10 maneras de expresar la ec. u,+ uu + u, =0,

t XX
en la forma

n=1,2,...,10 (3-19)



(1) _ (1)_1 2
m = u X =3 u + uxx
(2) _ 1 2 (2)_1 3 1 2
T =5 u X = 3 u 2 ux + uxx
(3) _ 1 3 2 (3)_ 1 4 2
T =3 u u, X =ZUu + u U, o 2uux
(4) _ 1 _ 9 ,.2 _ 2
T =4 u 3uux + 5 U 2uxuxxx + U,
(5)_ 1.5 2.2 36 2 v
T = zU -6u ux-+ - Wl . eeee.
- 108 u2 ® @ & o o
35 Txxx
, . . . (n) (n)
ndtese como las expresiones para los polinomios T y X se

hacen cada vez mids complicados a medida que se incrementa n,
pero ellos encontraron un algoritmo para construirlos. Existe
un nfimero infinito de estos polinomios, y por lo tanto infini
tas cantidades que se conservan

J ) (x,t)dx = c_ (cte), ¥t (3-20)

= -]

n=1,2,3,...

Estos resultados pudieron ser explicados cuando,en 1971, sa

le publicado un trabajo de Gardner "La Ec. de KdV como un siste
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ma hamiltoniano”" (Ver Ref. 12) y otro de Zakharov y Fadeev
"l.a ec. de Kdv: un sistema hamiltoniano completamente inte-
grable”(ref. 32) .. Las coordenadas de accién,(hay un n@mero
infinito de ellas), asociadas a este hamiltoniano estén rela

cionadas a las cantidades c dadas en (3-20).

Por otro lado, Morikazu Toda habfia estudiado, en Japdn
1967, una red unidimensional considerando que la fuerza entre
particulas vecinas, era una funcidn exponencial decreciente
de su distancia de separacidn: la red de TODA. En 1968 obtu

vo que su modelo describia la interaccién entre dos solitones.

En 1974 Hermann Flaschka muestra que la red de Toda es un
sistema Hamiltoniano integrable (Ref. 17). El camino seguido
por &1 consistib6 en asociar a la ecuacibén de Toda un par de
Lax, en forma similar a como hemos procedido nosotros en
el Capitulo 2 , con las ecuaciones de KdV, modificada de Kdv
y Schrodinger no lineal. M. Henon, por la misma fecha, obtu

vo el mismo resultado de Flaschka, pero siguiendo un método di

ferente (Ver. Ref. 18).

En el presente trabajo no incluimos el estudio de los pro
blemas no lineales como sistemas hamiltonianos integrables;
de los cuales no tuvimos informacién en un primer momento.

Sin embargo, es un tema interesante que merece ser abordado

en una prbxima oportunidad.
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4.3 Unificacibén de los madelos

A lo largo de esta ligera descripcidn han aparecido una
serie de ecuaciones cuyas sOlucioneés se comportan como soli-
tones: ec. de KAV, Modificada de KdV, Schrodinger no lineal,
"ec. de Toda. Continuanda con esta serie de resultados inte
resantes que han aparecido en este tema, hemos encontrado u-
na publicacion de Deift, Lund, Trubowitz, 1980 (ver Ref. 20)
quienes indican que todas estas ecuaciones,mencionadas lineas
antes, puédden ser consideradas como el estudio de un sistema
de osc¢iladores sometidos a restricciones, para cada tipo de
restriccién se obtiene una de dichas ecuaciones. En las pa-

labras de ellos.

"Moser y Trubowitz han mostrado que el estudio de la ecua
ci6n de KAV es simplemente el estudio de un movimiento arméni
co con restricciones. Aquil nosotros mostramos que esto mismo
es v4lido para la ecuacidn de Schrodinger no lineal, Sine Gor
don y la red de Toda. Brevemente hemos encontrado un cambio
de variables bajo el cual estas ecuaciones se convierten en un
sistema de osciladores libres sometidos a ligazones cuadriti-
cas. Esto es andlogo al caso lineal en el cual el estudio de
las ecuaciones de onda con coeficientes constantes es reducida,
via la transformada de Fourier, al estudio de osciladores armd
nicos con acoplamiento lineal. Una ecuacién difiere de otra

al elegir distintos acoplamientos. Nosotros no hemos dudado
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que nuestra técnica puede ser aplicada al problema de una ca

dena de spines de Heisenberg continua, ecuacidn generalizada
de Sine Gordon, el modelo de Thirring clésico y otras ecua- :'*
ciones de onda no lineales asociadas con un problema lineal °'

de segundo orden".

Hoy en dia esté&n en estudio nuevas estructuras mateméti-i
cas a partir de las cuales las propiedades de los solitones
resultan ser una consecuencia natural. Estas nuevas ideas
las encontramos en un excelente libro escrito por Alan C.
Newell (Ref.3 , Cap. 5). La forma como introduce al lector

el interés en el tema es algo digno de resaltar.
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5. HIDRODINAMICA

5.1 Ecuaciones que gobiernan los fenbmenos en hidrodin&

mica

Las ecuaciones que obtengamos serdn vdlidas para un 1li-

quido perfecto. Esto es:

o La fuerza que actfia sobre la superficie dA de un ele-
mento de volumen del liquido, estd siempre en la direccién

normal*

o S1 consideramos dos elementos
de area dA y dA' pertenecientes
a superficies de elementos de
volumen diferentes, pero que tie
nen un punto P en com@in, los co-

F F'
da 'da’

mo valor. Este cociente es deno

cientes tienen el mis-

minado presién hidr&ulica **

Consideremos un elemento de voluwen AV y masa m. Sea P

un punto contenido en este volumen cuyas coordenadas, en el

intante t est@n dadas por

OP = (x, () ,x,(£), y(£))

(*) En el caso de un fluido viscoso la fuerza F ya no es
normal a dA
(**) En problemas de equilibrio, la nresidn hidriulica de

pende sblo de la posicién.
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De acuerdo a la Ley de Newton

donde Fl,F2 ... son las fuer-~
zas externas que actfian sobre
el elemento. oP =(xl,x2,y) =y
Usualmente se tienen en cuenta las siguientes fuerzas
o gravedad
o la fuerza resultante de las presiones que actfian sobre

las caras del elemento de volumen

_ peso , fuerzas de presidn
m m
p = 1 fuerzas de presién
¥ Tetp v (3-21)

donde P = 2% .En general la densidadJP no es uniforme

Cdlculo de las fuerzas de presidn.

Consideremos la primera componente F.

1
= 44@ F F=plx, + SIAA
p—— F' =plx, = )AA
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En forma similar se calculan. las componentes de la fuerza

total en los otros ejes, para asi obtener

fuerzas de presién _ _
N =-9p

reemplazando en (3-21)

. e

OP = g -

A% (3=-22)

ol

La expresidn. (3-22) sugiere que estamos siguiendo el ras
tro del punto P, es decir, se aspira a encontrar una des -
cripcidn directa del movimiento de cada particula individual
del fluido como funcién del tiempo. Esta es la forma Lagran

giana de encarar el problema, se busca la trayectoria segui-

da por el punto.

Nosotros abandonaremos este punto de vista adoptando 1la
forma euleriana, .la cual consiste en determinar la distribu
cidn de velocidades en la regidn ocupada por el fluido. Es
decir, se espera sea posible que a cada punto fijo P de di-
cha regidn se le pueda asignar un vector u, el cual en gene
ral puede depender del tiempo, que coincida con el vector

velocidad del elemento de fluido que est4 vasando en ese
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instante por el punto P.

0O sea

Busamos T : RY IR3, tal aue

(3-23)

(r(t), t) OP = r(t)

Derivamos con respecto a t en(3-23)

- _ D
OP = (u .V + 3t ) u

e igualamos con (3-22)

1 _ (= 2 -
va—g (u.V +at)u

Usando (4 .V )E:V(%ﬁ 2) +(Vxu)xu

la expresién anterior puede ser puesta en la forma

Considerando que el movimiento del fluido es irrotacio-

nal, o sea qu=0*,yqueg=V(§.r),laec. se re

duce a

=g- VG T2 -3—“ (3-24)

* En la Ref. 5 pég. 432, se indica que si ¥x u=0 en
un instante, esto se mantiene asi para todo instante pas

terior.
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Nuestras inc6gnitas son p, P y las tres componentes de
u, u =(ul,u2,v), sin embargo la expresidén (3-24) nos pro-
porciona s6lo 3 ecuaciones que las relacionan. Si asumi-
mos que el liquido es incompresible, la densidadJJ puede
ser tomada como una constante conocida y asi requeriremos
de s6lo una ecuacién mas. - Ahora, el hecho que P sea cons
tante, imolica que si tomamos una superficie arbitraria
(fija en el espacio) la cantidad de fluido que sale de e-

lla debe ser igual a la que penetra, matemdticamente &sto

puede expresarse asfi

-/ZPu . da=0
5

aplicando el teorema de divergencia

f‘v.(ﬁu)dv = /JJu . da =0
\' -
S

siendo esta relacidn v4dlida para cualquier volumen, se cum

it

ple que V.(P u) = 0. Como es constante, entonces ¥. u =0

Asi, las ecuaciones que gobiernan el movimiento irrotacio

nal de un liquido ideal e incompresible, son:

Ly, - - g2, _9u
J,Vp Vig . x) \VACIE 5

(3-25)
V.u=0
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Como Vx u = 0, buscaremos una solucién para u en la for-
ma u =% Al reemplazar esto en (3-25) y antiderivando,

se obtiene

‘YJ; Y(-r , t)

donde B(t) es una funcién arbitraria y ¥, + P, son constan
tes arbitrarias que han sido separadas de B(t) por conve-
niencia*. La funcidn B puede ser suprimida si definimos
Yr(x,t) =V¥(x,t) - J[g(r)dr. cosa que asumiremos como

realizada.

Nuestro problema consiste entonces en resolver la ecua-

cidén de Laplace
V2= o0 (3-26a)

Yy, a partir de su solucidn, obtener las cantidades fisi-

cas py u

p - P 1

. o,
p =YL -7 (T gty -y

(3-26b)

* No necesariamente la presién hidr&ulica vale p, en la
coordenada y = Yor Tanto pO como y, son constantes arbi-

trarias que son fijadas segfin la conveniencia del proble-

ma.
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Ahora bien, cuando estamos estudiando el movimiento de
una porcibén de liquido, bajo la accidn del campo gravita-
torio, lo encontramos contenido en un reciniente y sujeto
en la parte superior, a la oresidn Py del aire que lo ro-
dea, esto va a condicionar su movimiento, lo cual equivale
a decir que la solucién a (9-1) debe satisfacer ademds u-
nas condiciones de contorno que precisamos a continuacidn.
y Las superficies de divisién

las describimos por

La propiedad que define a

- = - esta superficie es que el

liquido no la atraviesa.

Matemdticamente, esto se

expresa asi*:

£ = -
u. V£ ft

* Tratemos de justificar esta expresién

o La componente normal de la velocidad de wuna pequena

porci6n de licuido que se encuentra sobre la superficie
f es: A
u n u = VE (i)
‘ |v£|
o Elijo un punto A de la superficie f y parametrizo su
trayectoria. Los puntos de la trayectoria seguida por

A satisfacen f(x(t),t)= 0. Deri-

.\\\<;F\ vando se tiene
—
L‘::: Xw)\:?\\
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velocidad del punto A
Se cumple

AVARS dx _
IveEll - dt

(ii)

componente normal de
la velocidad del punto 2

o Si el liquido no atraviesa la superficie f significa

que las expresiones (i), (ii), son iguales: Vf . u==-ft
-

(3-27)

Vo= 5 )

a ) Condiciones de contorno exigidas en la superficie de

T -, . .
separacidn liquido-aire:

al )Esta superficie suele ser descrita en la forma

que, al exigir se cumpla (3-27), toma la forma

y como u =¥ , se tiene

(3-28)

il
{
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a2 )Si consideramos que la variacién de la presién en la velo-
cidad de la superficie divisoria, desde el liquido hacia el

aire, se realiza en forma continua, la expresidén (3-26 ) in

dica que*

(3-29)

b) Condiciones de contorno exigidas en la superficie de

separacidén lfquido-recipiente.

Esta superficie suele ser descrita en la forma

A1l exigir que se cumpla (3-27) resulta

(3-30)

En el caso particular que la profundidad sea constante, se

tiene

* TLa aproximacidn que estamos haciendo es que el valor de

la presidn en el aire, en la vecindad del fluido, no se ve
afectado por el movimiento de este. Su valor lo considera
~mos constante e igual a p . que corresponde al caso en que
no hay movimiento del liqu1do, y= Y, =0 -

Estamos considerando también que la presidn hidrdulica

en 10s puntos de la superficie de separacién es igual a P,
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En resumen,nuestro problema a resolver es el siguiente:

(3-31)
V24 = 0 L-h<y <

Estas ecuaciones corresponden a la fig.1?2

5.2 Obtencién de la ec. de KAV

Para simplificar consideremos el caso en que la profun
didad es constante y que la forma de la onda no cambia a

lo largo de uno de los ejes.

r = (x,vy)
u = (u,V)
- VAF= (*f’x,\fy

Fig. 13

La superficie de separaci6én aire-agua es descrita en la for

ma

f(x,y,t) = ho +'Q(x,t) -y =0
que al reemplazar en(3-27)resulta

para y = h_ +7 (3-32)
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En las coordenadas y = ho +'q la presidn vale p = Py

(ver nota al pie de la pdgi03 ) con lo cual la ecuacidn

(3-26 ) indica que*
para vy = ho+71 (3-33)

La superficie de sevaracidn suelo-agua es descrita en la

forma

f(x,y,t) =y =0

y al reemplazar en (3-27) resulta

4 =90 para y =0 (3-34)

Nuestro problema a resqlver es

7?t +Jﬂ;)?x =J¥§
para y = h +72
o
T+ %(V*!’)2 tgn=0
(3-35)

Vv ¥ para 0 ¢y <ho+ rl
A =0 para vy - 0

estas ecuaciones corresponden a la fig.13

* En este caso, la constante arbitraria Y, Que aparece en

la ecuacidn (3-26 ) ha convenido hacerla igual a h
- o
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Varias veces hemos resuelto la ecuacibén de Laplace suje-
ta a condiciones de contorna. Peroc nbtese que en este caso,
la ec.3-35),las condiciones de contorno no esté&n dadas en
forma explicita (todo lo que se sabe de ellas ha sido dedu
cido a partir de la propiedad que el liquido no atraviesa
las superficies de contorno); es mas, en las expresiones u
sadas para dar las condiciones de contorno aparece ﬂ_=7](x,tx.
cantidad que precisamente estamos interesados en conocer.
RPesulta atractivo averiguar cdmo se resuelve este tipo de

problemas,

Caractericemos una ondg por su amplitud "a" y su ancho
"nf" (ver £ig.13 ) e introduzcamos los narémetros & = a/ho,
/3: (ho/x )2 los cuales nos permitir&n identificar qué ti
po de ondas describen nuestras ecuaciones. Trabajaremos

con variables adimensionales (primadas)

]

I

x = f x! t '—'-!i-t' "f’="1§—a-*l"
(@) (@)
(3-36)

e
]
oy
(o]
<
Q
]
B
o

Con este cambio de variable la ecuacibébn (3-25) toma la for-

ma (guitamos los simbolos de 'prima' para simplificar la no

tacidn)
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.puay==l+«q

— (3-37)
B ¥ ex +Ai/yy =0
para y =0
Buscamos una solucién en la forma .
Yix,y,t) = Z y" P (xt) — (3-38)
m=0
, m=20,1,2,3,... (3-39)
o iy * yyO Z[ﬁ‘f’mxxﬂmﬂ ) (m+2) ‘fm+2]y =
\
o Py
m+2 (m+1) (m+2)
y asi
2m
fjn °_ ?O m=0,1,2
2m)7 ax2m PETE eSS
(3-40)

Nuestro interés serd puesto en la descripcién de ondas va-

ra las cuales j3= (ho/} )2<K 1 Con los resultados(3-39)

y (3-40) la funcién V' ,"en (3-38), toma la forma
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. 2, 2.4 4
Af(x,y,t)=1’°(x,t)— %PY ‘Foxx(x'tH'214}’]> Y \foxxx(x’t)+ﬁ(p )

(3-41)

Si las condiciones de contorno correspondientes a
y = l-+uwz(ver 3-~37) fuesen conocidas, a partir de ellas
podriamos determinar T;; sin embargo, como comentdbamos 1li
neas atrés, en las condiciones de contorno aparece la fun-
cidn como incdgnita. Nosotros esperamos que al reempla

zar (3-41) en (3-37) pueda despejarse una ecuacibn para‘q

Con1?t +c<qx'$; - ; ﬂ; = se obtiene

(3-42)
2. R
X Y _
ydeaf' +°(*X+/:'— /— +1 =0
. l ‘2- l ) 2 2
T)+1;t * 3 gx 2 P(l+dq) [ oxxt+‘(£x ¥;xxx oxx]f
+ d(ﬁz) =0 (3-43)

Si simplificamos los té&rminos de orden qp, resulta,
.p2y _
Me * Bl+aq)$€x]x 6 P oxxxx T TERIpT) =0

l . 20
M +w;t 7 < P oxxt ¥ I=B,pT) =0
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Usando w = %;x y derivando con respecto a x la segunda ecua

cidn, se tiene:

(3-44)

X =(a/ho) (ver £ig.13 )

Para el caso extremo de anular los términos de primer

orden en & y ﬁ , la ec. (3-44) toma la forma

Nyt We t O’(«,{B) =0

la cual admite como solucidn
W =Yl, (3-45)
siﬂl es una solucidn de la ecuacidn

M My +0’(o<,(3) = o (3-46)

Esto nos sugiere buscar una solucidn para (3-44) en 1la

forma
w = q +«A +f£B (3-47)

Reemplazando (3-47) en (3-44)



-110-

et e P Br2T] + PRy § aod * 0% f70ep) = 0

(3-48)

como (23-2) indica quen, = My * ﬂ(:x,fi), resulta

Nt +qx+o<|:At+\1rIx"_l +}3 [Bt+ %WXXXJ+ Cf(o\2 ,132,3/;) =0
(3-49)

Las ecuaciones (3-48) y (3-49) son compatibles si

At ".Ax Nqnx= 0
=

2 _ 1
By - By * §:nxxx =0 B §y}xx
Reemplazando en (3-47) y (3-48)
_ 1,,2  1lg
w=T~ 37+ 3P,
N, + iqq + lﬂ‘fl + 02 4’32 %3)= 0 (3-50)
t VX 7 % 3 XXX o

que es la soluci6bn de (3-44)

A la ecuacidn

(3-51)

se le denomina ecuacidn de KdV en reconocimiento a Korteweg
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y de Vries, quienes fueron los primeros en obtenerla (1985).

Es mds usual encontrar la ecuacibn de KAV expresada en

la forma

u, + 6uux + u =0 (3-=52)

t XXX

la cual puede obtenerse a partir de (3-51) con el cambio de
variable
1+ 24M(x,t) = u(x',t’
o) N(x,t) = u(x',t")

donde x' , B! = 1 y t
6 g

en el pr6ximo capfiulo se trabajard con

e 6uux * Ugxx O (3-53)

que se obtiene a partir de (3-52) cambiando simplemente u

por -u,
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Anexo 1

PARA LA EC. DE Kdv u, - 6uux + u = 0, ec.(3-53),

t XXX

SE BUSCA UNA SOLUCION DE LA FORMA u(x,t)= f(x-ct)

u(x,t) - f(x-vt).~

En (3-53), con u = ~ é v se obtiene la ec. (3-6a)

Ve T VYt Ve T 0
v(x,t) = f(x~ct) = v, = -cf
VX =f', ww = f£', Wexx = £
Reemplazando en la ec (3-6a)
~CE' + EE' 4 £11'=0 — (~cf + 3 £2 4 £")! = 0

Exigiendo que u y sus derivadas parciales tiendan a cero en

|x|——e 0., entonces

-~ ¢f + % £2 4 v = 0
1 .2 1 Y2
- cff' + = £7f'"+£f"E'= 0 £ = £f)(3c - £)
2 Ex

— f' -1
(f )(3c - £)2

Sea s = x - ct

LR

= fls)=1
£(s) [3c-£(s)]"*
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Esta expresidn es de la forma

g'(£(s)) £'(s) = 1 con g'(r) = —>—_
r(3c~r)’2
usando la regla de la cadena; obtenemos
g(f(s)) = s + cte
En tablas se encuentra, para ¢ > 0 , que
~gl(r)
cumple
.g’(r) =—v’§"/
r(3cer)?
De manera que en (3-54) tendremos
de donde debemos despejar f(s)
V2 ‘fa
3 —f - .
L nla (3c-£(s)) (3c)°| _ s, A (cte)

" (3c-£(s))? + (3c)*

(3~54)
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T s, L8
<3c—f(s )) = 3c (e +‘Aé

(em-. S A)
PR PR Chilat 2 Shp T '

(s)

(e\f?s _ A)2 (e»/'E"s_A>2

f(s) = =3 AC = 4
[Eﬂ?s Ae~§ﬁ?sjz

Si elegimos A = -1

f(s) = 3cSech2\:-]; \/?s:|'—>f(vx—(:t) = 3cSech2|}VE-' (x-cﬁ)]

2
. 211
v(ix,t) = f£f(x-ct) = 3c Sech [5 \/?:'(X',"Ct)J (3-55)
La solucidn de (3-53) es entonces: (u = - %Av).

u(x,t) = ~( % ) Sech2 [;% fE‘(x—ct)]

NO6tese que la amplitud y el ancho del pulso dependen de la

velocidad c.



CAPITULO 4

SOLUCIONES ANALITICAS DE LA ECUACION DE K4V
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1. COMO SOLUCIONAR LA ECUADION DE Kdv
USANDO EL M.I.D.

1.1 Esquema General de Solucibn

El problema a resolver es:

Hallar la funcién u: IR2 R que satisfaga la ecua
cidn
u - 6uu +u =0 (4-1)

sujeta a la condicién inicial

u(x,o)= ou(x)

donde Ou:IR R es una funcién dada

Tal como fue propuesto en éI'Capitulo 2, empezaremos por in-
terpretar la funcidn uzimz —— MR como una familia mono-

paramétrica de funciones

R, *<R / ,cu(x) = u(x, T )}_ (4-2)

Y asi, nuestro problema consiste en determinar las funciones

i
LU 2 partir de oY

A cada funcidn ru la hacemos intervenir ahora como fun-

cién potencial en la ecuacidn de Schrodinger estacionaria
(4-3)

la cual, para cada funcién L4 (T fijo), constituye un proble
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ma de valores propios del operador H(t)

- D” + 1:u (4-4)

Como contamos con una familia monoparamétrica de funciones "y
a través de (4,4) estamos construyendo una familia monoparamé

trica de operadores lineales. De acuerdo a (2—13L{H(t),'te]R}

es una familia monoparamétrica de operadores equivalentes, es
decir cada uno de sus elementos tienen los mismos valores pro

pios.

Debemos imponer, ahora, algunas restricciones a las posi-
bles soluciones u que esperamos obtener de (4-1). La primera
de ellas es para asegurar que el M.I.D. sea aplicable, y esto

estd especificado en el teorema 1 (Cap. 1, pag.l4 ).

(4-5)

esto debe ser vdlido para cada funcién u (cada teR) defini

t
da en (4-2). La segunda nos ha de facilitar el trabajo de cal

cular cémo varian los pardmetros de dispersidn con respecto a

T .
0 (4-6)
seglin veremos mids adelante.

En lo que respecta al M.I.D., en el capitulo denot&bamos

a los pardmetros de dispersién con C = { R(k), Kj’ dj} , sin
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necesidad de hacer referencia a la funcidn potencial que in-
tervenia en la ec. de Schrodinger, pues a lo largo del desa-
rrollo del tema se usaba una sola funcidn Q. Ahora, en cam-
bio, tenemos una familia de potenciales y por ello usaremos.
C(T).; {R(k,T), dj(T), kj(f)} para denotar a los parémetros

de dispersién correspondientes al potencial LU

Para la solucidén de (4-1) el esquema general a seguir es

el siguiente

H R(k,0) ke R ;
u (o) > C(o) = e

Q @ a

j(o)’ kj(O)' j=l,2,..N

(4-7)

R(k,t), k « R

u C(z) =
d.(¥), k (¥), j=1,2,...N
J j J

El paso indicado con (:) en el esquema (4-7), consiste en
resolver la ecuacién de Schrodinger estacionaria correspondien

te al potencial Ju

(4-8)

que constituye un problema de valores propios para el operador

H(o)
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(En el complmento A ofrecemos varios ejemplos de cémo re-
solverlo). En esta expresidn conviene usar, en vez de f, 1la

notacién Y(o k) para asi hacer referencia que ella es una fun
’

cidén propia del operador H (o) correspondiente al valor propio

k2.

_ .2 - -
HoyYox) =K Yo ke C (4-9)

La solucién de (4-9) nos proporciona los pardmetros de disper

sién C(o).

En principio, este paso (:) es posible de llevarlo a cabo
Las dificultades dependeran del tipo de potencial Ou que se

elija.

En lo que respecta al paso(:)el camino ya ha sido despeja
do en el Capitulo 1. Dados los pardmetros de dispersion C(z),
todo lo que tenemos que hacer es reemplazarlos en(1-36) y re
solver la ec. de Marchenko(1-37). La obtencién de .1 depen-
derdn de nuestra habilidad para resolver esta ecuacibén inte-

gral.

Ahora nuestra Gnica incb6gnita es cdmo llevar a cabo el pa

so @



-120-

1.2 Cémo evolucionan los pardmetros de dispersidn.-
o Determinemos los autovalores discretos kj(z).

Sea 4j'un valor propio del operador H(o) para el cual su corres
pondiente funcién propia es de cuadrado integrable * . Se cum-
ple que a(qj,O) = 0, (Ver expresidén C-13). Bajo la exigencia
(4-5) sabemos que sblo hay un nGmero finito de ellos. En el
esquema (4-7) estamos denotando el valor &_, con k.(o0).

2

Si j% es un valor propio de H ) Yy su correspondiente funcidn

(T
propia de cuadrado integrable, se cumple a(ﬁj,w ) = 0. Tal

valor Fj estd siendo denotado con kj(r).

En el anexo 1, al final del presente Capitulo, demostramos

que
a(oxj,0)=0 & a(cxjn:) =0

O sea

kj(’t) = kj(o) - kj (4-10)

o Determinacién de R(k,T ), k real; y dj(1L

Las expresiones (1-27) y 1-35) indican

* f: IR :——-)IR es una funcidén de cuadrado integra
) 2

ble si jlf (x)dx < oo
- OO
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R(k,t)=1;7(§f:—% y» k. e R ; 7/
(4-11)
b(k,,?)
)= ar k2 Ry = iN, M2l
’ 1=1,2,3,...,N.

Nuestra tarea consiste, entonces, en determinar cémo evolucio

nan, con respecto a T , los siguientes pardmetros:

y bi(k,x) , k €@

Ellos estén definidos a través del comportamiento asintético

de la funcién de. Jost 47k;r)

a(k,t)exp(-ikx)+b(k,r)exp(ikx)

Lexp(-ikx) X— - o0

Imk > 0 (4-12)

Cémo evolucionan las funciones propias de H( estd indi

T).
cado en (2-13)

—4 (D3 +bD+Db)

Il

Yy - B2 Y¥x,2ey A
3
b = z'tu

(el punto indica derivada con respecto a t)
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Esta expresibn es vdlida en toda regién espacial, en particu
lar para |x| ——> oo ., Teniendo en cuenta que

u,u

X [F—s >0 (es la exigencia hecha en (4-6))

resulta que el comportamiento asintético de las funciones pro

pias de H(t) estd gobernado por

3

Y(k,‘c) -4D Y(k,‘t) en|x|——» co (4-13)

Ahora, las funciones de Jost‘c*’(k ¥) son funciones propias nor
’

malizadas a tener el comportamiento exp(-ikx) en X ————» -~ 20

Resulta que la funcidn 47k’0) evoluciona hacia Y(k r)=U(t)47k:05
, d

la cual no necesariamente esta normalizada y, en general, debe

mos considerar que

Y1) T h(k',t)c]:'(k,f) r Y(x,0) (k,0) (4-14)
Imk> 0
o Para la regidn x 5 - oo

Y(k,r)(x) = h(k,?)exp(-ikx)

Reemplazando esta expresién en (4-14), da lugar a una ecuacibn

para h(k,t) cuya solucién es

h(k,¥) = exp(-4ik>%) (4-15)
o Para la regién X

Y(k,'t’) (x)= h(k,T) [a(k,’t)eXp(-ikx) +b(k,1’)exp(ikx)]
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Al reemplazar esta expresidn en (4-13) resulta

a(k,v)

a(k,0)
,Imk > 0 (4-16)

b(k,%¥) = b(k,0)exp(8ik>r)

Con este resultado, las expresiones (4-10) y (4-11) nos indi-

can que
R(k,?)= R(k,0)exp(8ik®) , k « R
cle)= | a (v) = a, (—o)eXp(Bik;f’”t),, ky = imy (4-17)
= k;(0)= Kk, , 5= 1,2,...,N

De esta forma, el esquema (4-7) queda expedito para su aplica
cidn.
Antes de finalizar esta seccién queremos complementar el

esquema (4-7), para tener una idea global de nuestros procedi

mientos
Su C(o)
Y T 6uux * Uexx = 0 Y = AY
" ()
e C(%)

Ecuacién de Marchenko

Fig. 1. Mientras que la evolucién de oU hacia <Y estd go
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bernada por la ec. de K4V ut-6uuxv+ Upnx = 0 (tu(x)=u(x,f»,
evolucién de los parédmetros de dispersion,de C(o) hacia cr),
estd gobernada por una ecuacion mucho mis simple: ch) (x )Y(T) 5

JAh)= —4D3 en |x|———+ oo (Las funciones Y( X T e R, son

funciones propias de H( la relacidn de A( ) y H ) con la

T)

ec. de KAV es a través de la ec. de operadores H

{ (%) 'Hm

2 A
H(T) = -D  + Tu)

2. OBTENCION DE LOS SOLITONES DE LA EC. DE K4V

Al resolver la ec. de Schrodinger

usando como potencial la funcién Qn (n £fijo)

Q (x) = —n(n+l)q2 Sech%Xx n=1,2,... (4-18)
n

se obtiene el siguiente resultado

- El1 coeficiente de reflexién es nulo: toda onda inciden

te de energia k2) 0 atraviesa la zona de interaccién sin

sufrir reflexién alguna, R(k) = 0 Vk € R
- El1 nGmero de estados ligados es n
(En el complemento A se ofrece la demostracién)

Otro resultado interesante, que lo verificaremos para dos ca-

sos particulares, es el siguiente:
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La funcion u que satisface la ec. de K4V

u, - 6uu + u =0
t X XXX

sujeta a la condicidn inicial
u(x,0) = Qn(X)
describe n solitones en interaccién.
iUn solitdén por cada estado ligado que le corresponde al
potencial Qn!
2.1 Ejemplo 1.
Elegimos en (4-18) el potencial transparente correspondien

te an =1, como condicidn inicial de la ec. de Kd4dv:

u(x,o)= —202 Sechzd x , %30 es valor fijo (4-19)
(:) Los resultados (A-47) y (A-48) indican que a este potencial
le corresponde s6lo un estado ligado (N=1) y que los paréa-

metros de dispersifén C(o) a los que da lugar son
C(o) = {kl = jxX ; R(k,0)=0 ,VkeIP\}

(4-20)
(:) De acuerdo a (4-17)

C(’t)={k =i ; dl(’t‘)=20<exp(80<3t‘); R(k,t)= 0 V‘ketR}

1
(4-21)

() Solucionamos la ec. integral de Marchenko

Con los paré@metros C(¥) construimos la correspondiente fun

cidn Sl seglin se indica en (1-36)
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N(x,v)= 2« exp(8°<3’t)exP(-°(X)

reemplazdndola en (1-3%), la ec. integral a resolver resul

ta ser

2 exp(8 % 1) exp (—"‘(X+y)) + K(x,y,t‘)+/ K(x,s,?) 2°(exp(80<3t') exp (—«(y+s)) ds

%
(4-22)

2 exp(80<3’t‘- xX)exp(- y)+K(x,y, )+exp(- y) K(x,s, )2 exp(8 3 - g)as=0

La forma como aparece la variable y en la ec. sugiere plan-

tear
K(x, y,7*) = L(x,?)exp(- xy)

obteniendo una ecuacidn para L

o0

2 exp(8°<3‘t)e}q>(-qx)+L(x,'t)+f L(x,7)2x exp(8 °<3’t’)e>q3(-2°<s)ds =0
X

2% exP(8°«3r)exp(— xx)+L(x,* )+e}cp(8°<3?:)exp(—2 AX)L(x,T) =0

]J&T)=-W@@M%33mah(qx-4qlr)
y ast
K(x,y,t )=—xexp(4 °<3’If )exp (- «y)Sech(x x-4 0(3'!: ) (4-23)

Finalmente se proceda a obtener u(x, t)

En(4-19) evaluamos k(x,x , %)

K(x,x,% )=—«exp(4 9(3't)exp(— o X) Sech (0<x—4e<3’t' )
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y, de acuerdo a (1-10), resulta que,

u(x,r)= -2 d%{ K(x,%,T)= -2 Sech?( X x-4°7T)

En conclusidn

Evoluciona hacia

u(x,O% ) (seglin 1a ec. de KAdv) > .u(x,g) , ,
= -2x“"Sech™ « x =-2 o’ Sech “« (x-4oft)
(4-24)

2.2 Ejemplo 2.-

Elegimos en (4-18) el potencial transparente correspondien

te an =2, como condicién inicial de la ec. de Kd4v

u(x,o0) = —60<2 Sech20<x (4-25)

C) En el complemento A, se muestra que a este potencial le co
rresnonde solo 2 estados ligados y las expresiones (A-54)
(A-55,56) indican que los pardmetros de dispersidn C(0) es-

tdn dados por

kl = i dl(O) = 6 R(k,0)=0
k.2 =12 dz(o) = 12« ¥ k real
C) De acuerdo a (4-17)
kl=iq dl(T)=6cxexp(89§T) R(k,%)=0

4 ’

a,(¥)=12 < exp(640v) ¥k real
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En(1-37)

{6«e.xp(8o<3t)exp[—°<(x+yﬂ+12°<eXp(64 °<3t)exp[—20&(x+y)]} + K(x,y,T) +

j K(x,s,T ) {Ga(exp(8°<3’c)exp[- L (x+y)] +12xexp(64 O<3’t)exp[-2°< (s+y)]}ds=0
X

paray 3 X

El procedimiento para obtener la solucién lo indicamos en
el anexo 2 (al final del presente capitulo). El resultado

indicado en (4-55) es

K(x,y,t) =-6°<%]- (L-27)

donde

N = exp(4 =t -ay)Senh (2 « x-32 X1) +

+ 2 exp(32 3 2o¢y) Cosh (e« x-4 o<3’t:)

3

D = Cosh (3« x-36« 37 )+3 Cosh( x x-28 ~x°7 )

]

evaluamos K en (x,x,7)

y manteniendo T fijo calculamos

ulx, ) = -26& K(x,x,%)

la derivacibn resulta laboriosa y la mostramos en el anexo

El resultado, expresado en (4-56), es

2 Cosh(4o<x-64«31)+4Cosh(24x—8«3t)+3

= =12
u(x,r) I~ 2

‘;osh(3«x—36«31)+3Cosh0xx—28d3r)]
(L-28)
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Verifiquemos si (4 -28)satisface la condicién inicial.

Para ¥ = 0 tenemos

2 Cosh 4xx + 4Cosh 2« x + 3

u(x,0) = -12« 5
[Cosh(3o(x) + 3Cosho<x)]

usando las identidades

3

4Cosh™x = Cosh(3x) + 3Cosh(x)
8Cosh®x = Cosh(4x) + 4Cosh(2x) + 3
resulta
4
u(x,0) = -120(2 8Cosh ;(x2= -6 0(28ech2q(x
(4Cosh~xx)

que es lo exigido en (4-25)

En conclusién

2

u(x,0)= -6 Sechzc( X

evoluciona hacia

3 3
alx,b)= —12:¢ Qoshlder x-64o¢7t) + 4Cosh(2xx - 8x” t)

, 2
[Cosh(Bc( x—36°-(3t)+30:)sh(o< X - 28 c<3t)]

(4-29)

Queremos ahora averiguar si la solucidn dada en (4-29)

describe solitones en interaccién. Si asi fuera ¢Qué forma

y velocidad tienen? Un criterio que, nos parece, guia la
forma cbmo identificarlos consiste en tener en cuenta cdémo e

voluciona el comportamiento asintdtico de la funcidn de Jost
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que describe un estado ligado. Teniendo en cuenta (4-12) y

(4-15), la expresidn (4-14) nos indica que

exp|n. (x-4 ?t), ;  (4-30)
[QJ Yb.'J

2
T o I v, = 4n.
k5 505 "5

Fig. 2. Esquema para indicar

que la forma asintdtica de la

V.'=ﬁn? funcién que describe el j-€si
] mo estado ligado "avanza £
. _ - " £
(X— -c0 ) X velocidad vj— 4 l’lj

Recordemos que |x|—> o significa que estamos en la regidn es

pacial donde el valor del potencial u(x) vale casi cero.

Si el comportamiento asintSti-
co estd evolucionando de la
x Mmanera como se indica en > la
fig. (), con valocidad 4qj,se
rd quizids a consecuencia que
el potencial estd evolucionan
do a la misma velocidad. Es-
quemdticamente lo mostramos
en la Fig.3J

(X— -o0)

tig. 3
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Como los autovalores kg no cambian al variar ¥ , y para
u(x,0), le corresponden 2 estados ligados (segfin lo indi-

ca 4-26), sugerimos que

la expresidén para u(x, ¢ )dada en (4-29),6 posi
blemente describa la interaccidn de dos ondas
las cuales al emerger de la zona de interac -

cién la hacen con velocidades indicadas en(4-30),

_ Al . . p OR .
vl—4ni N v2—4‘rz2 respectlvamente(sq}”1QZS.Q;.Q,

1,2 )

Verifiquemos si es cierto
2 . .
Cuando t=0, ulx ,0)= 25ech «x , se tiene un perfil como el
u indicado en la fig. | Supo

nemos que aqui se tienen dos

=}

o

solitones superpuestos no 1li-
' nealmente. Si nuestra predic
figu
cidn fuese cierta, entonces
para un valor de t = T suficientemente grande como para que
los pulsos esten separados, la funcibn wu debe adoptar una

u forma aproximada a la

de la fig.5

fig. 5
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Hallemos la forma de (4-29) en una regién vecina a

X, = 46<2T. (T es un valor real positivo suficientemente

grande) .

Por "T suficientemente grande" entendemos
como aquel valor para el cual exp(-u?T)%O (4-31)

. . 2 . 2
Para analizar la forma U(x,t) en la regidn vecina a x.,= 47T

1
al tomar un T suficientemente grande mantendremos los térmi- <

nos en que aparezca €l= x-4K2T (Los siguientes cdlculos sonz 2 |

para obtener 4-33).

En (4-29)
(4-32)
— L exp(48eC ~4aE.)
N~ 5T > 5 exp(48X"T)expl aEl
e D= Cosh[3x(x-12 %t)] + 3 Cosh[x(x-282t)]

Cosh[?c<(€l—8xztﬂ +3Coshﬂx(§l-240<2tﬂ

2 2
-21-[exp<3°< 5 24 t) +exp (24% =3x8 ]+

+[§ exp(erl—24ox3t)+ exp (2445 - A fl)]
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cuando t —T

.3
D— 1 exp(24°(2t - 3x85.,)+ 3 exp(24X™t - «§.)
2 1 2 1
2 1 2 2
D" — vy exp (48« t—6°<§l) Ll+3 exp (2« él)J
Luego

a fin de llevarla a la forma Sechz, elegimos 51 tal

que 3 = exp (2« 51)

exp 2« (é;‘l+ I l)

2 2 1
|-1+‘ex p 2x(§, + éj)jl {e}‘p (= S+ e 0‘(gl"'él)_]}
=g SechZO( (x-42T +6j) ((.-33)
Por lo tanto, en (4-32)
ulx,t)= -2<>(2$ech2 I:O( (x—4o<2t +35.) ] (4-34)
! 1

Este es el comportamiento de la solucién
4-29, para valores de x pertenecientes
de una regidn vecina a x, = 4 2T 'y va-

1
lores de t > T il valor de T 0 estid espe

cificado en (4-31) y 51=(]n3)/2o<'
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/

En forma similar se obtiene

u(x,t) = —2u28ech2E¥(x—4ﬁ2t -51)} (4-35)

para x en una vecindad de xi= 4«21”

y valores de t< T'(T'= -T)
En las expresiones (4-34) y (4-35) ndtese la diferencia €n el
signo que precede a 51, podriamos decir que se trata del mis-
mo pulso excepto que hay un desfasaje. Ello posiblemente ha
ocurrido como consecuencia de su interaccidn con otra onda,la
cual, de acuerdo a nuestra suposicidn , en el instante
t = T esperamos encontrarla localizada en una regidn vecina a

2

X, = l6X T. El procedimiento a seguir para verificarlo,

semejante al que hemos hecho para obtener 4-34. E1l resultado

es
2 2 2
ul x,t) -8x”~ Sech“2 =« (x - 15 t—52) (4-36)
para en una vecindad de x2=4 2T
y valores de t> T
El valor de T estd especificado
en (4-31)
§. =6&,/2 =(n 3) L
2 1
También
2 2 2 $
ul x,t) -8«"Sech2« (x-16 “t +4,) (4-37)

para x en una vecindad de
x2=4¢2T\(T'=-T)y valores de t<T’

x ver pag 13l
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Es usual presentar los resultados (4-34,35,36 y 37) en la for

ma siguiente:

2 2
ulx,t) - -2a7Sech d(x—4a t-S) 8x“Sech 2°<(x—16°& t+ )
ul x,t ) — =
dmxkaél =

Nétese que

o Las ondas en interaccién han resultado ser SOLITONES del

mismo tipo, numéricamente cumplen*

velocidad 2

amplitud = , ancho =
2 (velocidad) */?

o El efecto neto de su interaccién mutua es un  simple co-
rrimiento de fase. Después de la interaccidén el solitén més
lento est8 retrasado con respecto a la posicién que tendria
en caso de no haber habido interaccién. En cambio el soli-
t6n mas rdpido estd adelantado.

Grafiquemos la posicién de los miximos de cada solitén en ca

da instante de tiempo:

* Para f(x) = Sech2(dax), el ancho de este perfil esti siendo

indicado por: ancho = (1/3)
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X (posicion)

(tiempo)
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ANEXO 1

1. Consideremos que q}, j=1,213hwmhsean los autovalores discre-

tos del operador H(o) para los cuales su correspondiente fun-
= :

2 *
cidn propia Y(q o) satisface Y(a o) (x) dx
.0 )
]
El resultado (C- 13 indica que
a(aj,O) =0 j=1,2,3,...,N. (4-38)

Usando la propiedad que {H(r)} es una familia de operadores

1

H )

(0) U( ) resulta que U(t)Y(qj,O)

es funcidn propia de H correspondiente al mismo autovalor

()

uj (ver diagrama en la fig. 2, Cap. 2). La funcidn Y(
Qo

U(t)Y(oﬁ,o) cumple jﬁ lY(qj,T)(X) ?

oo

x.,%)
J’

Para averiguarlo usaremos (2-13), la cual indica como evolucio

nan las funciones propias con respecto a <«

AY Y =
oA, T ot
( J' ) J (qar )

Sea

(4-39)

* Una funcidn que satisface esta propiedad se dice que es

de cuadrado integrable.
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(los corchetes denotan producto interno).Derivamos con respec
to a ¥

IAj(T) =<Y(°<j"r) ’ Y(dj,1)> + <Y(o<j,’f)' Y(O(jp'f)>

pero resulta que el operador A, actuando sobre el espacio de
las funciones de cuadrado integrable resulta ser antiadjunto*

Luego

+ <-AY =0

'Y >
(qj,T) (aj,y)

Ij(?) = cte, (4-40)

Como Ij(o) < co entonces Ij(mﬁ < oo

Asf la funcidn Y(q o) due describe un estado ligado evolu-
Iy

ciona hacia la funcién Y = U

también un estado ligado. E1l resultado (C-13 ) indica que

v .
() (qj,o) que describe

a(qjc?) =0 (4-41)
De (1) y (4)

a(«j.o) - a(a\’j,’r) =0, (4-42)
* Segfin (2-13) A = —4(D3 + bD + Db), donde b es una funcidn

R— R. Integrando por partes se demuestra (g,Af)= -(Ag,f)
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Engeneral,comoen(2-13)losoperadoresH(f)sonautoadjua
tos y A(?) ,actuando sobre las funciones de cuadrado integra
ble, es antiadjunto se cumple:
funciones propias que describen estados ligados
evolucionan hacia funciones que también descri- (4-43)

ben estados ligados.

Prueba:
+
> Ay ™M o
Uey = B0 Y

o Mostremos que UUT = vty = 1

. . +

(o) - Uy — &

(1)
U= AU m7F = gtat = -v*a

usando (i)

(ii)
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usando (ii)

luego
+
= cte
U(T‘) U(’t’) D)
como U(o) = I, entonces U+ U = I ast ut = U-l
' (r) “(v) ~ T° () (t)
Luego
(4-44)
o Sea o o
Y . . _
(qj,o) evoluciona hacia Y(«j,T)— U(ij(qj'o). Se cumple
Y =
< (CI Y(oc.,’t’)> U('t)Y(o(.,o)’ U(T)Y(q.,o)
J J J J
T Yixge0) Yiage0) (4-45)

o Sea

. . -1
Y " n _
(]%'T) evoluciona"” hacia U(T) Yﬁﬁj'T) la cual es una fun
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cidn propia de H(o) con autovalor ﬁj (ver diagrama de la

fig. 2, Cap. 2). Se cumple que

-
- Tm @t o Vg0
= <Y(ﬁj’ y Y(ﬂ,")> < o (4-46)

Los resultados (4-45) y (4-46) constituyen la prueba de (4-43)

Ademds el reciprocode (4-42) también es vilido.

a(o<j. o) =0 & a(mj,’f) =0 (4-47)
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ANEXO 2

En la pag 128. tenemos la siguiente ec. integral.

’ 3 3
‘ - T -
[6°<e8o& T g X (x+y) e640‘ e 2X(x+y

+ 12 ;_l+ K(x,y,r) +

- T -
,[K(X's'r) [qug“ e *(S+y), 124e64ﬂ e 24(s+y)] ds
x . ‘

conviene expresarla en la siguiente forma

co

6=<exp(80<3’t- ay) exp (-ax) +exp (-ay) 6«exp(8°<3'f-°ts)K(x,s,'t‘)ds +

oo

+ 12aexp(64 4\3’(‘—2°(y)exp(—2 ax)+ exp(-2«y) 12aexp (64 «31—2 x s)K(x,s,t)ds +

b

+ K(x,y,%) =0 (4-49)

lo cual sugiere plantear una solucidn del tipo

(4-50)

con C, = 12 x exp(64 °<31’)

reemplazamos (4-50) en (4-49) y se obtiene
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[Cl exp’(f:x)u]il(x) + [Cz Y ]Lz(x)= mexp (~ux)

y asi

(4-51)

donde

_ exp (-2«x) exp (=4ox) .7 _ [~ exp(=3xx) exp(-3x x)
A= [Cl P -*1] [Cz P '1J 7 3= Hfl 3o ]

2 exp(36 T - 3xx) [cOsh(:a«x—3so<3fc)'+3 Cosh(zxx-280<3"l:)} ]

(4-52)
_ _ exp (-3 « x)
exp (- «x) C2 I
A
1
_ _ exp (-4«x)
exp (-2 % x) c, 4 o + 1
=-2 exp(320(3't) - 3ax) senh(2«x- 32 «32) . (4-53)
exp (-2«x) _ -
C1 2 o + 1 exp (- %Xx)
2 = )
exp (=3 « x) _ _
Cl 3 exp (-2ax)
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b, = -2 exp (455t - 3xx) Cosh( « x-42°7) (4-54)
~Reemplazamos (4-52) y (4-53) en (4-51)

Senh (2 x x- 32«31)
Cosh (3« X -36 «3¥)+ 3Cosh (« x-28 « 37)

L (x)
1

I

——expl- heS1)

reemplazamos (4-52) y (4-54) en (4-51)

(g

Cosh(ax - 4«31)
Cosh (3 «3=36 ot ) +3Cosh (¢ x-28 « 3 )

L, (x)= 7% =-exp(-32437)

Finalmente, en (4-50) obtenemos el siguiente resultado

K(x,y,7) = -6<= (4-55)
donde
3 3
N = exp(4«"T - xy) Senh(2«ax - 32«¢77) +
3 3
+ 2 exp(32«4"T = 2 xy) Cosh(xx = 4o T)
D = Cosh(3«xx - 36«31) + 3Cosh(xx
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ANEXO 3
En (4-27) evaluamos K en (x,x,T)

3 3
+ 2C0sh («x-2807) +e ¥F287 T, m3ax+36CT

Cosh (3 & x-36 237) +3Cosh (xx-28 = T )

K(X,X,T) _3

Sea A = 34 x - 36a3f y, B = xx - 28“31
_ 2CoshB + exp(-B)+ exn(-3)
K(x,x,%) = -3« Cosh A + 3CoshB
d ~3«2
dx K(x,x,T)= 2 {(CoshA+3CoshB) EZSenhB—exp(-B)-3exp(—A[J+
D
-3(SenhA+SenhB)[?CoshB+exp(—B)+exp(4AJ] }
D2

é; K(x,x,T7)= [?CoshASenhB—CosAexp(—B)—3CoshAexp(—A)+
32 dx

+6CoshBSenhB—3CoshBexp(—B)-9CoshBexp(—Aﬂ +
-[ 6SenhACoshB+3SenhAexp(-B) +3SenhAexp (-A4) +

+ GSenhBCoshB+3SenhBexp(-B)+38enBexp(—A)]

usando 2 SenhA CoshB = Senh(2A+B) + Senh (A-B)
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-2 Senh(A+B) - 4 Senh A-B +
o
- exp(-B) LCoshA + 3 SenhA + 3 exp B]+

-3exp (-4) [SenhB '+ 3CoshB + epr]

-2Senh (A+B) - 4Senh(A-B) +
-2 | exp(A-B) +3+3exp (B-A) +exp (-A—B)]

-2 [Cos’h(A+B) + 4Cosh(A-B)+ 3]

g K(x%, )= 62 Cosh (A+B) + 4Cosh(A-B) + 3
3 3
A+B = 4x - 64T , A-B = 2xx - 8~ T

A U(x,r)= -2 gx K(x,x,z) =-12«

2

Cosh (4 o x-64 X3t) +4Cosh (2 %=8 < V) + 3
[Cosh(3 « %=36%7) +3Cosh (xx - 28 o«%)] 2

(4-56)
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- COMPLEMENTO A

CASO DIRECTO: SOLUCIONAMOS LA ECUACION DE SCHRODINGER
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1. INTRODUCCION

En el Cap. I no hemos puesto énfasis en cémo obtener
los parametros de dispersién,utilizando la ec. de Schro -
dinger, a partir de un potencial conocido. Aqui qgueremos

complementar este aspecto.

En primer lugar varmos a aprovechar que la ecuacidn de
Schrodinger est& ampliamente resuelta en varios textos para
ciertos potenciales (potencial delta, pozo rectangular) 1li
mitdndonos a enfocarlos en lo que se refiere a su aspecto

como fendémeno de dispersidn.

exp (—-1ikx) onda _
incidentea(k)eXp( 1kx)
o\
onda .
transmitida b (k) exp (1kx )
AN
onda

reflejada

Fia. 1 Cuando k es real positivo este esquema interpreta un
fenémeno de dispersién. Para k complejo hay la posibilidad
de describir un estado ligado.

En el caso del pozo rectangular resultaréd interesante

verificar que para ciertos valores particulares de energia
de la onda incidente, ella no sufre reflexién alguna. Y
asi decimos que el potencial se comporta "transparente"

para estas energias,
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Como segundo paso estudiaremos el potencial Q(x)= -Q5
Sech29<x,- se buscard la relacidn entre Q, y « que hagan
al potencial completamente transparente. Esto es, ondas
de cualquier energfa que incidan sobre la zona de interac

cidén no sufran reflexibn.

Trabajamos con la ecuacién de Schrodinger estacionaria

Ef

+h
Il

donde V(f)=Vf ; fi: R ——3 @

-~ D’f + (kz - Q). f =0 (A-1)

2. EL POTENCIAL DELTA

Q(x) = - Qp & (x) Q, »0 , cte) (a-2)

La 8§ alcanza su correcto significado en el &rea de las dis
tribuciones. Sin embargo, por ahora podemos considerarlo
como "un caso limite" de un

pozo rectangular cuyo ancho

! se hace cada vez mis pe-

queno a la vez que su pro-
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fundidad h aumenta mantenié&ndose en todo momento constante

el producto hi{.

En cuanto a cémo operar matemidticamente con ella se u-

-
sara

t\
[S(X)f(X)dx = f (o) ¥r>0 vy toda funcién
J

i continua en x = 0

3 (x) =0 ..... para x ¥ 0

La correspondiente ecuacidn de Schrodinger es

=0 ,» ke C (A-3)
k =2, &real ..... energia positiva
k =1in ,Nreal ..... energia negativa

Exigiremos continuidad a la funcidn de onda

Integramos en el intervalo (-» , 1)
r ).
2 s _
(x)dx + k f(x)dx + Q% (x) f(x)dx = 0
o J
Como f continua = [f(x)dx = 2Yf (s) donde - < s £ &,
entonces -
[Df (+) - DE (-9)]) + 2k® y£(s) + Q (o) =0

Cuando ¥ — 0 se obtiene
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Df (+o0) - Df(-0) = -Q, £(o) es decir, Df es discon
tinua en x = 0*
(A-4)
Para x # 0 la ec. (A-3) se reduce a
cuya solucidn. general es
kY(x) = A exp(ikx) + B exp(-ikx) k real &6 complejo
Para enmarcar el problema en el esquema de dispersidn
de la Fig. 1 , planteamos una solucidn de la forma
a(k) exp(-ikx) + b(k) exp(ikx) x>0
k) = (A=5)
exp (-ikx) x L0
ke€cC

la cual satisface la forma de la solucidén general kY‘

Continuidad de k{) en x = 0 implica

a(k) + b(k) =1

reemplazando (A-5) en (A-4)

b(k) - a(k) = 1+ o
ik

La funcién DY ha resultado ser discontinua a consecuen

cia del tipo de potencial muy particular que estamos u-
sando: potencial §

Cuando se tiene un potencial que es finito en una vecin

dad de %o y se sigue el mismo procedimiento hecho aqui
resulta que DY es contfnua en Xq
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de ambas relaciones para a(k) y b(k) se obtiene

Q - Q
- __9._. = - .—9. A‘G

Para k real positivo, la funcién k#’interpreta el fendémeno

de dispersidn esquematizado en la Fig.l

Sin embargo a partir de la misma expresidn(A-5) pueden

obtenerse los estados ligados. Estos corresponden a aque-

llos valores k = kj en que a(kj) = 0. En(A-6)vemos que
a(k) =0 si k = k=1 %? y la correspondiente funcidn

propia la obtenemos al reemplazar este valor de k en(A-5).

Q Q
= exp( 7? lx1) ; k=1 7? (A=7)
En resumen , con el potencial Q(x) = - QO<S(X) se ve

rifica lo siguiente:

- Fn el valor de k = kl en que su correspondiente funcidn

propiak%’representa un estado ligado, -se cumple a(kl¥=0

El nGmero kl estd ubicado en el eje imaginario positivo

del plano complejo: kl = 1 %?
- Como el coeficiente de reflexién R(k) = blk) _ 99
a (k) o tik

es diferente de cero para todo valor de k, este poten-
cial no se comporta como transparente para ninguna e-

nergia de la onda incidente.
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3., POTENCIAL POZO RECTANGULAR

"QO <0 para IxX}g

Q(x) = { (A-8)

0 |X| >

Reemplaza mos (A-8) en (A-1l)

o Para |X|ge=«la ecuacidn toma la forma
p’f + (k> +Q)f =0
su solucidn: f (x) = A exp(-1&x) + B exp(ig x)

4
donde § =(k2 + QO)/"z

oPara |x |>« la ecuacidn a resolver es

su solucidn:f(x) = A'exp(-ikx)+ B' exp(ikx)

Para representar el fenfmeno de dispersién de la Fig. 1

elegimos una funcién de la forma

a(k) exp(-ikx) + b(k) exp(ikx) X > o<

kaD(x) ={ A(k) exp(-iS x) + B(k) exp(if x) Ix | € = (A-9)
exp (-ikx) X <-
kecC

Exigimos aue la funcién de onda k‘{’ sea contfnua. Ast
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mismo, puesto que el potencial es finito en todo x € R ,
D E? es también continua fintegrando la ecuacidn (A-1l) en
un intervalo(x -7, X +3), xoarb.,ﬁél, puede deésprenderse

tal resultado)
Al evaluar k<¥ y D i% en x = ¥« y aplicar las condi

ciones de continuidad obtenemos 4 relaciones para las

4 incbébgnitas a, b, A y B. Al despejar resulta

A(k) = 2 (1 +5) exp[i(k-5)«]
B(k) =3 (1 - gﬁ ) exp [1(k+5)d.

. (A-10)
a(k) = exp(Zik«)[ cos28x - % (é + g) sen 25~:J

b (k) =%(§ - g ) sen 285«

. v
kecC |, § =(k*+Q,)

cPara qué valores de la energia k2><3 de la onda inci-

dente el pozo se comporta como TRANSPARENTE?

En(A-9)notamos que tal situacidn puede determinarse ha-

llando los valores de k para los cuales b(k) = 0.
En (A-10), exiqgir b(k)=0 implica que:

g
o _k-

w | A

De hecho, si no hay potencial (esto
es,no se tiene interaccién) no se
tendrad onda reflejada,

O
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2
o Sen 235x= 0 5
ocx? <[ (nm)_ =1,2,3
< n - (jz) Qo )n - 4 ? LI
(A-11)
Para valores de k = kn.dados en(A-1l)la -onda incidente

no sufre reflexién* Si esto ocurre ¢cudl habra sido, enton

cés el efecto del potencial sobre las ondas incidentes?

Para 25x= n la expresidn (A-10)indica cue a(kn)=(—lf1exp(21kd«)

v la correspondiente funcidn de onda, dada por(A-9), es

(-1)7 exp [~ik_(x - 2«)] X > &%

A-12

exp(—ikn x) X - X
para valores de k = kp dados en (A-10)
€l efecto neto del potencial se reduce a Pro-

ducir un cambio de fase de la funcidén de onda.

(el desfasaje e iaqual al ancho del pozo)

Buscamos estados ligados

Una condicidn necesaria para que la funcidn de onda re-
presente un estado ligado es quek<? 0 . En (A-9)
| X[ —— =

nuestra funcidén de onda tiene el comportamiento exp(-=ikx)

para x < = Una manera de consegulir cue ella pueda represen-

* 2 es la energia de la onda incidente.
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tar un estado ligado es exigir k = iYL , pues exp(-ikx)

exp ( N x) T ———

Tomaremos entonces k = iY‘l P) Tl >0

Debemos verificar que la funcidn de onda también tienda a

ceroen X — o° N&tese la necesidad que a(k) se anule

para tal valor de k, pues de lo contrario k‘#’(x) " — =
Nuestra tarea entonces es buscar aquellos valores
para los cuales a(irl) =0
En (A-10) tenemos
. _ - l, ¢ <
a(lYI)— exp(—2Y1°<) [cos 25% - 5( q g ) Sen 25«]
3 = (QO
. . 5 i
a(lY'{):O =2 cot(28«)= = T
Usando 2 cot(2u) = Cot(u)- tan(u), resulta
(Cot §« - iq ) = (tan¥x - % ) =C (A-13)
lo cual conduce a C(C + ? + \—i ) =0
indicando que podemos elegir C = 0 & C= —(% + i‘l )
(por supuesto c no puede tomar ambos valores a la vez)
En (A-13)
C=0 = tanfx= % (A-14)
_ _ 1 §
C = - 2 — tanf«x = - (A-15)

5
€ 1 n
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Las ecuaciones (A-14), (A-15), pueden resolverse grdficamen
te; aqui daremos una breve explicacién de c6mo solucionar

la primera de ellas.

v,
En (A-14), como §==6%D—Y€)f se tiene que v debe satisfacer

la ec.

Ella se hace més simple si definimos la variable

y
s = n=le, - 13 (a-16)

=<

pues ahora la forma es

(A-17)

Debemos buscar entonces los puntos de interseccibn s = s,

de las gréficas de las funciones f y g dadas por

f(s) = s tan(s) -
g(s) = VQoqz - s? (arco de circunferencia de

radio VBE:T)

20 : S
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Si niw{s < (n+l)W existirén intersecciones, o sea ha-
brdn n valores de s para los cuales se satisface (A-17).
Usando (A-16) obtendremos los correspondientes valores de

4. ESTUDIO DEL POTENCIAL

U(x) = -U6 Sech2°<x (A-18)
. alk)expl-ikx)
onda iiig?“‘tida “on a.inﬁuente
eXd‘ikX) onda reflEJ'aJa. A~

b(k)explik x)
> X

- L —y

Fig. 2

4.1 Ondas incidente, reflejada v transmitida.-
Deseamos encontrar los coeficientes a(k) y b(k) que a-

parecen en la figura 2.

k2 = Mg
h? 2 2 2
—> D°f +(k + QSech“« x )f =0 (A-19)
Q =@U

Cambio de wvariable
Ex) =g ()
£ = tanh («x)

(A-20)
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Le damos la forma de la Ec. de Legendre

= s(s+l) 5
2 - =
p— (l-:’)ng - 25 Do + s(s+l)-lp§2]=0
ko2 o
o (A-21)

Hs(s+1)-p(p+l)Ju = 0 (A-22)

Buscamos la funcién que describa el fendmeno de dispersidn

esquematizado en la Fig. 2
Cambio de variable a fin de llevarla a la forma de una

ecuacidén hipergeométrica
Z(l—z)DZV +(1-22) (p+1)Dv  + (A-23)

=

z = % (li’f) +[s (s+1) p(p+l)] v =

v(z)

I

ambos signos dan lugar a la misma ecuacidén diferencial.
Nuestra ecuacién coincidir& con la ecuacidn hipergeomé

trica.

(A-24)

2
z(l-z)D"v + (c-(a+b+l)z] Dv =-abz = 0

(ver anexo al final de este complemento)

si identificamos los parimetros a,b,c como sigue
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p+1l=c a(p+l) = a+b+l ab = p(p+l)-s(s+l)

De esta iltima expresidn despejamos los valores, a, b, c
c=p+1; b =p-s a=p+s+1 (A-26) *

La solucidn de (A-23) es entonces

v(z) = F(ajbjc;z)= F(p+s+l); p-s; p+l; 2z) (A-27)
donde
Y ab a(a+l)b(b+l) 2
F(a;b,c;2)= l'+ITbZ + 1.2 c(ctl) 2% +

+ a(a+l) (a+2)b(b+1) (b+2) 23

1.2.3 c(c+l) (c+2) T
Reconstruimos ahora los cambios de variable
u( ) = F <p+s+l; p-s, p+l, %(1 t §))
reemplazando en (A-22)
2 ¥a 1., tE
g(g) = (1-8°) " F (p+s+l; p-s; p+l; 3(1 - ))
como f(x) = g(§f) y & = tanh(xx), la solucidén de (A-19) es

f (x) =(Sechux)? F(p+s+l, p-s; p+l; %(li tan h x))
(A-28)
Qo

s(s+l)
C*Z

* otra solucidn es c=p+l, a=p-s, b=p+s+l. Pero,como la se-
rie hipergeométrica es simétrica bajo un intercambio de
a con b,el resultado serd el mismo.
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o Analicemos el comportamiento de esta solucidn en la re-

gién x—> = o

Dado que F(a;b;c;o0 =1 vy ademis

Seche X 2exp( x), tanh«x —m — -1
X — 7 X —-

en (A-28) tendremos

la cual para que tenga la forma exp ( -ikx),en (A-28)debemos

elegir el signo + y ademds p = -1 k/x . Luego

2=

£ (x) 2P exp (-ikx) ;i p = -1 (A-29)

X — s - 50

o Para el andlisis en la regidn x— = nos es Gtil la si

guiente relacidn entre las funciones hipergeométricas.

F(a,b,c,z2) =l—'(c) ["(c-a-b) F(a;b;a+b+l-c;1~-2z) +
M(c-a)("(c-b)

M(c) M(a+b-c)
Ma)  M(b)

Z)c-a-b

(1- F(c-ajc-bjl+c-a-b;l-2)

(A-30)

que al ser usada en(A-28)resulta
f (x)=(Sech« x)p [rﬂ(p+l)l"'(-p) F(p+s+l,'p-s;p+l;—i(l-tanh x)) +
[((-s)"(s-1)

' : -P
r(p+1) " (p) fia(l—tanhqx)] F(-s;s+l;l—p;35_(l—tanh x)>
M(p+s+1)[ (p-s) * '
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Como §S ech xx ——— 2exp(-2x); l-tanhxg — 5 2exp (-2«x)
X—

F(z,b,c,0)=1 Yy p = - ik
=%

en(A-28) al tener en cuenta solo el signo mas (+), obtene-

mos
£(x) 4o 2P exp (ikx) [(p*1)(-p) F<p+s+l;p-s;p+l;eXp(-2 Dxx))+
C(-s)("(s+1)
C(p+1) C(p) :
+ (pFs+I) Ezp-s) exp(-21ik)F (-s;s+l; 1—'p;exp(-2°< x))
f(x) == =2P{F%%lrf%% exp (ikx) + F(P""l) r‘i&) exn (-1kx)}
I'(p+s+1) [(p-s)
(A-31)
= -i k
P o

Resumimos los resultados (A-28), (A-29) (A-31)(luego de divi-
dir entre 2P)

Al resolver la ec. de Schrodinger

D’ =0

encontramos que la solucién que interpreta el fenfmeno de

dispersién de la fig. 3 es

P (x,k)=(%_ ’Sechxx)—lk/q F(p+s+l;p—s;p+l;%(l+tanh x))

donde p = -ik/= (a-32)
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Ella satisface

P (x,k) —0 exp Eikx)
X —-= (A-33)

< (x,k) ——— a(k)exp (-ikx)+ b (k) exp (ikx)

donde al(k) = I(p) M(p+1) , p=-1 k
M (p+s+1) f (p-s) x
(A-34)
b (k [(p+1) ['(-p) o (s+l) =

[(-s) "(s+1)

a(k)exp(-ikx)
exp (=ikx) a2 Va
L AVAVAN
I VAVARS
b (k) exp(ikx)
PR—
Q(x) = - QO Sechqu

Fig. 3

4.2 Potenciales transparentes

4.2.1 Condiciones impuestas a Qo y o« para que no haya

onda reflejada
En (A-33), para k real positivo, tenemos

P (x,k) ———————a(k) exp(-ikx) + b (k)exp(ikx)

onda onda
incidente reflejada
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A la onda reflejada acompana el coeficiente b(k). El
potencial Q(x) = -QOSechzo<x se comportar& como transpa-
rente si dicho coeficiente es nulo para todo valor de k.

Teniendo en cuenta:

- la gr&fica de la funcién T

(=i +1)
- y que en la expresién para b(k) =
[(s+1) [ (-s)

el valor de k aparece sdlo en el numerador ,

ENTONCES cabe la posibilidad de conseguir b(k) =0 si en
contramos las condiciones bajo las cuales el denomina-

dor tienda a infinito.

Todo lo que debemos hacer es exigir que:

s+ 1l=-m m = 1,2,
En (A-34) se tiene
s(s+l) = Qg
X

optaremos por tomar el signo menos (-1) que aparece delan-

te del signo radical (si se toma el signo (+) se llega al
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o o)
mismo resultado) =(— —;— - %— ‘-V-l + 4 -;(%)( O = ['(-s) nunca
tiende a e (ver gradfica de la funcidén! ). En cambio

/ o

Q .
...—%- \/l+4£-L Y Si S+l=—m’m=0'l‘2'30...

NI

s+l =

entonces st+l) % Y

Despejando el valor de Qo

condicidn para que el
, m = 1,2,... potencial Q(x)==-QO
Sech2«~x se comporte

como transparente

(A-35)
4.2.2 Optencidn de las funciones de onda
aue describen estados ligados.
Q
Q(x) = —QO SechZCAx , tal que —%’= m (m+1) (A-36)

I

Los pasos seguidos desde (A-19) hasta(A-22)en la seccidn ante-

rior vuelven a repetirse

(A=37)

§ = tanh( x x) +(m(m!,—l). - p(p+l)) u =20
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2
donde p2 = —-£§ y m = 1, 2, 3,
X

Buscamos la solucidén en forma de una serie de potencias

u( §)
h=0

que nos conduce al siguiente resultado:
La solucién a la ecuacién(2-37)es

y § = tanh(xx) (A-38)

donde (A-39)

(p+h) (p+h+1) - m(m+l)
(h + 1) (h+ 2)

ap h=0,1,2,.--

2
a, constantes arbitrarias, p2 =-(k/x)

La solucidn es una combinacidén lineal de una serie de

potencias pares y otra impares

a <Nn+2
como h2 _:T
a e
h S
la serie converge para valores de 13 ] <1

Para|f|=1 la serie A-39 quizads diverge Sin embargo pa

ra obtener estados ligados es necesario que f(x)

_.)0
X —> 0

pero en nuestro caso tenemos que
2 B/ - -
E(x)=(1-£)% (%) —— - P%
X

o

(A-40)
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estando p por determinarse y u(l) quizas divergente,nada.nos
asegura que f(x) < 0

Sin embargo, encontramos una salida a esta situacidn.
Para valores adecuados de p la serie de potencias de u da-
da en A-39 se convierte en un polinomio. En efecto, en

su relacién de recurrencia el valor dem es fijo y si p to

ma un valor entero menor quem  tal relacién indicard que
los coeficientes 8y 49 SoOn nulos a partir de cierto nimero

entero h= ho,si se cumple

p+h =m , p entero positivo (A-41) *

k2

donde p2 = - = . ymes un valor fijo elegido de antemano
- :
en(A-36)

Q
Como ——% = m(m+l) el valor para p lo expresamos asi:
< :

K2
o=l o (mr 1) X (A-42)
el

* .
La necesidad de exigir p > 0 es para asegurar que la solu
ci6én a (A-37) cumpla f(x) = 0 . Esto puede verse

en A-40.
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Ejemplo 1. Elijamos m=1 en (A-36)

Q(x) = QOSech%xx Q = 2c<2 (A-43)

1
El correspondiente valor de p, en(A-42), es p = \/—2k2/Qo Y

la relaciébn de recurrencia, en A-39, es

_ (p+h) (p+h +1)-1(2)
h+2 (h +1(h+ 2)

ah

I Ov il
1
S
S

Si al ir incrementando el valor de h,para algin h =h; se cum

pliera cue

ph, = 1 osea y2x/go + b, =1 (B-45)

entonces,

ap 42 = 0 y asi todos los coeficientes ap +2h§55:

1 1 -
h=1,2,3,  también seré&n nulos, u(¥% ) serd un polinomio.

La Gnica posibilidad para ello es elegir b =1 y hl = 0, en
2
A-45. O sea debemos elegir un valor de k = kl tal que kl =-
= 2 2 -
kl—L(Qo/z) , 0, = 2% (A-46)

Reemplazando est@ valor en p-44 (para potencias pares) se
obtiene a, = 0 lo cual implica as, = 0 para k =1,2,3 .....

La serie se reduce a u(§) = a, Yy la solucibn,en A-38, esta

ra dada por

La constante ao es elegida igual a % para asi f se constitu

va en una funcién de Jost.( kCf’(x) 3 exp(—ikx)>

X —— -0
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En conclusién:

2 2

La ecuacidn D f + (k° - Qf = o

con Q(x) = - QO SechZQ'x R QO = ZQ?

admite como solucidén una funcion que describe un estado

Ella estd dada por

ligado solo cuando k = kl'

1

Esta funcidn cumple

— exp(xx)= exp(—iklx)

A-48
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Ejemplo 2. Elegimos m = 2 en A-36

2

Q(x) = -QoSechzo(x ’ Q, = 6 (A-49)
En A-42 p =\/—6k2/Qo y la relacidén de recurrencia, en A-39,
es
a (p+h)(p+h+l) - 2(3) a = 0,2,4,6--- S -
h+2 h
(h +1) (h +2) (A=50)
=1,3,5,7... '
Si para alglin h = h2 se cumpliera
2 ‘ .
p+h, =2 , V-Gk /0, *+ h, =2 (A=51)
el coeficiente a seria nulo y también todo ay +2h:=0
h,+2 2
2

h=12,3,
En(A-51) se presentan 2 posibilidades: p =1 & p = 2

oSeap=l_$k:2=—g3_=_0<2
la relacibn de recurrencia en A-50 indica-a3 = 0, asi
todos aquellos coeficientes a3,on 0 h=12,3,
la serie para u(§ ) se reduce a: u(§) = a; §

La solucifn que nos indica A-38 es

, € = tanh=xx

= a; tarh(x x)Sechlax) , k., = ie (A-52)

1

. _ 1
Elegiremos a, = 5
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csap-2  Kail--2g ok

2

Con este valor de p, (A-50) indica que a, = 0 y asi.
Ay = 0 h=1,2, ... La serie (A-39 se reduce a

u(g) = a,

La solucidén que nos indica (A-38) es

£(x) = (1 - £2) a_

a_, Sech®x k, = i2 (A-53)

(Elegiremos a, = 1/4)

En conclusidn :

La ecuacidn sz + (kz— Q) £ =o0

con Q(x) = ~ % ,Sech2°<x v Q) = 6 o 2 (x>0 )

admite como soluciones funciones que describen estados

ligados cuando k = iX y k = i2x

k‘+(X) == % tanhax Sech xx
1
(A-54)
kCF(X) = % SeChZO(x
2
Ellas cumplen
X ———p -0 ©Xp(Xx) = exp(—iklx)
_ 1
dx =6 (A-55)
k, (x) x e exp(2ax) =
oQ
P g
kdt: (x) dx = (A-56)
2 12
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Ejemplo 3. Elegimos m = 3 en (A-36)

Q(x) = - o Sech’xx , @, - l2«’ (A-57)

\

En p-42 p = \/—12 kz/Qo vy la relacidn de recurrencia, en
(A-39) es

_ (p+h ) (p+h +1) - 3(4)
a = a (A-58)
h+2 (h +1) (h +2) h

Si para algGn h= h3 se cumpliera

/ 2 :
= : = = A-59
(p +h,) 3 o \Vfl2k/Qo +h3 3 ( )
El coeficiente ay +2'= 0 =0 h=2,3,4
3..
En A-59 se presentan 3 posibilidades p = 1,2, & 3
La relacién de recurrencia indica a, = —SaO-, a,= 0 vy
asi axy = 0 h=2,3,4,... La serie para u,en(A-39),
se reduce a:
u(g§) = ay + a,§2= a_(1-552)
2V =2
£- (x)=(1-5%)" a_(1-58%) , § = tanh«x
= ao(Sechc<x)(l—5tanhzogx) 5 kl = ie (A-60)
1

Elegiremos aj = - 3
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2
’ QO = 12«

Para h = 1 la relacién de recurrencia (A-58) indica

que aj; = 0 y asi =0 , h=12, ...
La serie para h, en A-39 se reduce a u(§) = al§
En (A-38) tendremos
2 T =
f(x) = (1 -8%) a,s § = tanh xx
= alSech%Xx tanhax , (A-61)
i = -1
Elegiremos a; = 7
o 0 = 12&2
@ 7 o X

Para este valor de p la relacidn de recurrencia (A-53)

3(2) - 3(2)

indica que a_ = a_ y asfi a =0 h=1,2,
2 (1) (2) ° 2h
Luego u(g) = aj vy (A-38) indica que la solucidn esta da
da por
2 3/2
f(x) = (1 -5%) ag £ tanh xx
3 (A~-62)
= aOSech xX ; k3 = 13¢
Elegiremos a = 1
o 8

Conclusién

La ec. D’f + (k2-Q)f = 0
con Q(x) = —QO Sech%qx ’ Qo = l2cK2 (x> 0)

admite unas soluciones funciones que describen estados 1li

gados cuando k = ix , k = 12 , 0 k = i3



c”(x)
ky

P (x)
k2

P (x)
kq

-% (1 -5 tanhqu)Sechqx v k, =

-1 tanhxx Sechgx

% Sech%xx

Ellas cumplen

CF(x)
ky

4>(x)
ky

P (x)
ks

- 6o

- 0o
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1
’ k2=
’ k3=
exp(xx) = exp(-ile)
exp(24x) = exp(-ikzx)
exp(3xx) = exp(—ik3x)

1

12«

(A-63)
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ANEXO

1. SERIE HIPERGEOMETRICA

Flab,c,z) 1+ 5 4 2latl) bl , alatl) (at2)b(b+l) (b+2) 3

l.c 1.2.c(ct+l) T.2.3.c(c+l) (c+2)

donde ¢ # entero negq.

z 1
F converge en z =1 si real (c-a-b)> 0
z = -1 si real (c-a-b+l)> 0

2. ECUACION HIPERGEOMETRICA

z(l-2)y" + {c - (a+b+1) z }y'-aby =

La solucidn general estd dada por

y(z)=AF(a,b,c;z) + le_cF(a+1-c, b+l-c, 2-c; z)

valida para |z|< 1

3. LA SERIE HIPERGEOMETRICA SATISFACE

- ['(c) M(c-a-b)

F(a,b,atb+l-c;1l-2) +
[M(c-a) [M(c-b)

F(a,b,c,z)

+ M (c)Ma+b-c) (1-z)C~a"b

[(a) [((b)

F(c—a,c¥b,l+c-a4b;l-z)

Si Real (c-a-b)> 0 , Real (c)<K1

+ ..



COMPLEMENTO B

LAS FUNCIONES DE JOST
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La tarea de recobrar la funcién potencial Q a partir de
los pardmetros de dispersién se lleva a cabo en una forma
bastante comprensible usando las funciones de Jost; tal
tarea la desarrollaremos en el Complemento C y lo que pre-

tendemos ahora es presentar el estudio analitico de tales

funciones.

Las funciones de Jost se originan a partir del siguien-

te problema:

Para un valor fijo de k e € buscamos 4 soluciones de la

ec. estacionaria de Schrodinger

X = R (B-1)
Q(x) y 0

|X|—-————-) =)

gue tengan el siguiente comportamiento asintético

k<§’(x) ——— exp(-ikx) v exp (1kx)

k<¥(X) — > exp (ikx) kT{T(x) + exp (-ikx)

(B-2) *

Notar que en( B -2)no se impone ninguna condicién al com

portamiento de las funciones g*’ Y kqj en la regién x — -~

niakc*’ yk+ en x ——— oo

L] .
* La notacidn que usamos es la especificada en el Cap. 1,
e xpresidén 1-5 a,b,c
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Ahora bien,cabe la posibilidad que existan algunas o-
tras funciones que, solucionando la ec (B-1l) a la vez ten
gan el mismo coportamiento asintdtico indicado en (B-2)
Esto crearia ambiguedad en un desarrollo matemdtico que
se base en tales funciones. Para prevenirnos de estas di
ficultades se exigirdn algunas propiedades m&s al poten-
cial Q(adicional a la que ya se menciona en B-l ), ¢Cémo
son especificamente tales exigencias?, lo podemos averi-
guar si expresamos la ecuacidén diferencial (B-1) en for-

ma de una ecuacidn integral.

l. La Ec. de Schrodinger en forma

de Ec. integral

Empezaremos por expresar la ec. (B-1l) como un sistema

de 2 ec. diferenciales de primer orden

Sea f = kY , g=D.Y (B-3)

DE
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Asi, la ec. (B-1), a través de la definicidén (B-3), es

equivalente a

D Y + B(k) Y = QAY (B-4)
donde
ﬁ 0o -1 1 0
Y = ]B(k)= 2 I = 1
‘g K 0
0 O
;.m= ’
1 O

La solucidn de la ec. (B-4) que satisface la condicidn
inicial

'f(xo)

Y(x,) = )
AL
estard dada por

X

Y(x) = e” F¥B Ky (x ) +] o~ (X~VIB (K)o (yay(v) dv (B-5)
X

o
donde
-(x-x )IB (k) 1 n..n
e o =T + (x -x)" B (k) ;
n=1 m o
Se verifica queIBZ(k) = -kz'l, con el cual

n= 1’2’3'000

luego
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oQ
2 2 1 2n+l 2n+1
TR+ ) B (k)

e(xo-x) BX)_ 1 4 h; LZIll)_’ (xo=x) " B (k) + [ (2n+1) (x%0—X)

— - l —
Cos k(xO x) T + X senk(xo_x)IB(k)

-% senk(xo-x)

ksenk(xo—x) Cosk(xo—x)
Reemplazando en (B-5)
f(x) cosk(xo—x) —%Senk(xo—x)\ f(xo)
= } +
kg(x) kSenk(xo-x) Cosk(xo-x) / 'g(xo)
[l senkv-x) o f(vﬂ
i
+ ‘ dv
|
\Cosk(v—x) 0/ g(v)
f(x)
A g(x)

@n donde se verifca* que g= Df, este fue nuestro punto de par

tida en (B-3)

X
* H(x) ;/x G(v,x)dv = (DH)(x) =/ aG(v,x)dv + G(x,x)
< x 9X

(@)
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Asi, hemos encontrado que
La solucidn de la ec.diferencial de Schrodinger, ec(B-1),
que satisface las.condiciones iniciales kY(xo),(D k?kxo)

estd dada en forma implicita a través de la siguiente ec.

integral.
(i) 0s0) 1 /x
kY(x): kY(xO)Cosk(xo--x)— n Senk(xo—x)- " Q(V)Senk(v—x)kY(v)dv
: Ix
o
(B=7)
2. Ecuaciones integrales que deben satisfacer
las Funciones de Jost
FUNCION DE JOST 't : k\f"(x)_ ———— exp (ikx)
En (B-7) damos las siguientes condiciones iniciales
ﬁy(xo) = exp(ikxo)
0 ik exp(ikxo) (B-8a)
la ec. integral correspondiente es:
X
Y(x) = ' —x)-iexp (i —x)-1 -
k' (%) eXP(lkxo)Cosk(xb X) lexp(lkxo)Senk(x.O x)-2 | Q(v)Senk (v x)ﬁY(v)dv
Xo
1 %o
= exp(ikx)+ F/ Q(v) Senk(v-x) k\f (v) dv (B-8b)
' b4

la coordenada X, es tomada en la regidén X — w0, y asi

la ec. (15-a) suele expresarse como*

* El criterio para afirmar que estamos en la regién X—— oo
fue dado en el Cap.l, p&g.b5



k‘i’ (x) = exp(ikx) + /Q(v) Senk (v-x) k‘Y(v) dv (B-8c)

FUNCION DE JOST k=|> : k% (x) — exo (-ikx)

X—.
En (B-7) damos las siguientes condiciones iniciales
k:*, (xo) = exp(—lkxo)

(B~9a)

la ec. integral que debe satisfacer k#’ es

o (s N . L ' _
k‘?‘ (x)=exp( ﬁocO)Cosk(xO x)+iexp( J.kxo)Senk(xO X) k‘/XQ(V)Senk(v x)kCP(v)dv
e
X
= exp(-ikx) - ,%/ Q(v) Senk (v-x) k‘l’(v) dv (B-9b)
X
o)

Ia coordenada X la tomamos en la regidn X — -, asi la ec.
B-9b) suele expresarse como

k“}"(x) = exp(-ikx)- —]]('-/ Q(V)Sénk(v—x)k“"‘> (v) dv (B-9c¢)

- 0
En forma similar se obtiene

k\r = exp(-ikx)+ ]]; Q(v)Senk (v-x) (B-10)
X

X
k‘i’(x) = exp (ikx) - }lc/‘ Q(v)Senk (v—x)}j’(v)dv

- O
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3. Condiciones bajo las cuales, las ec¢s. integrales a ser

satisfechas por las funciones de Jost, admiten solucién.

El camino usual para averiguar si una ecuacidn integral tie
ne solucién es el método de aproximaciones sucesivas. A mane

ra de ilustracién, apliquémoslo a la ec. (B-9c)

(P = eTHE 2 Q(v)Senk (v=x) ,F(v) av

Esta ec. es de la forma de una ec. integral de Volterra de

segunda especie*

X
k‘P(x) = f(x) +,\] N(x,v) kdf’(v) v (B-12)
Con f(x) = exp(-ikx), N(x(v)= - % Q (v)Senk (v-x) v

A= 1,se obtiene B-9c

En (B-12) busquemos la solucién en forma de una serie de

potencias de X\
(=]

WP ) =) ep (xk) A" (B-13)
m=90

‘La idea aseguir es: determinar los coeficientes c (x,k)

de la serie en base a que £¥ satisface la ec. integral(B-12)

Yy ,luego,averiguar bajo que condiciones 1la serie corres-

pondiente a = 1 puede ser acotada. Si esto fuese po-

* Ver ref. 26, pag. 15, 4
A pertenece a un intevalo real.
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sible, entonces la serie es convergente, o sea k4’existe

o Determinamos los coeficientes c__(x ,K).

Reemplazando (B-13) en (B-12) resulta

0 ~ =X
: _ m+1
[Co(x,k)—f(x)] +m;:}[_cm+l(x,k)—/NN(x,v)cm (v,k)dv:lk =0 ,%A
esto implica

c (x,k) = £(x) = e 1KX
© (B~14)

X
Cmel (x,k%i/‘N(x,v)cn\(v,k)dv m=20,1,2,3,...

la serie correspondiente a \= 1 en (B-13) es entonces

. X
ﬁ%(x) = o ikx E: v/N(x,V) ¢, (v,k)dv (B-15)

- o0

m=0

o En el posterior trabajo de acotar la serie (B~15), resulta

rd mds cémodo usar kEf’(x) exp (ikx)

Sea h, (x,k) = exp(ikx)cm (x,k) m=20,1,2,3, (B--16)

reemplazando (B 14) en (B-15) y (B-16) resulta

};P(x) exp(ikx) = Z: h, (x,k) (B-17)

m=0

h (x,k) = 1

X
byl (x,Kk) =/f N(x,v)hm (v,k)dv; m= 0,1,2,...

[ -4

o Se procede ahora a acotar la serie (B-l7)jtomemos uno de

los términos

x
hm+l(x'k) 7/ —% Q(v)Senk (v-x)expik (x-v)h (v,k)dv

k =5+i 7
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X
1 .
’hm+l(x,k)|§/.|§”Q(v), ]Senk(v«x)eXplk(x-v)l[Qﬂév,k)[dv

. los siguientes pasos son para demostrar (B-18)
usemos u = v-X. Como Vv & (- oo ,x) resulta que u € (- e,0)

Sen(ku)exp(—ikuﬂsf%-Dexp(iku)[ + lexP(-iku)qlexp(-iku‘=

= %— [exp(-"IU)'*'eXp(TIU)}eXE/)(qu) ’ k:‘s'_'_i]aL

puesto que u<0 , se cumple exp(txlu) < exp( -]Q,u). Asi

Si 130 entonces lsenk(v~x)exp ik(x—v)lS 1 (B-18)

Luego, se cumple
X
1
hm+l$ 'E||Q(V))| hm(v,k) dv, para Imk 0 (B-19)
- ®

m= 0’1'2'3'0--

A partir de esta relacidn de recurrencia, podemos demos-

trar el siguiente resultado interesante*

c, (x,k)

m

m
siw[%%%ﬂ / Imk 3 0 (B-20)

X
donde P (x) =][ 'Q(v)) dv

- 3

En (B-17) tendremos que, para Imk 2> 0 se cumple

* Ver demostracidn en el Anexo 1 al final de este comple-
mento



$(x)exp(ikx) & 1 +E c_ (x,k) <
M=

k 1
i ) - j
1 |P(x)_ P (x)
£ 1 +Z W) [Ikl i exp |
m=1 ) =

aseguramos la existencia de los valores de P(x), X ¢ R, exi

<

giendo

POE /V‘Q(v) ‘ dv < <=

]

y asi

=, P
|k={>(x)exp(ikx)|\< Z|Cm (x,k)'\< exp | Tkgl » para Imk >0
m=0

Por lo tanto k4> » solucidn de la ec. integral (B-9c), exis-

te.

El procedimiento que hemos seguido nos permite comprender
resultados adicionales. La ref. 1 (pag.l02 ¥ siguientes),
por ejemplo, nos conduce a Ik:P (k,x)exp(ikx) -1 | { M(x)exp M(x)
donde M(x) =fx (x-v) ‘Q(V) | dv, de la cual concluyen analiti

ca

cidad y contnuidad de k‘P , para Im k>0 e Imk}0 respectiva-

mente, sobre cualquier intervalo x « (-<>2,a]) , a<oco , Si

oo
] lV’ |Q(v)|dv .Todo ello concluye en el teorema 1 que

hemos dado en la p&g.l4 de nuestro Capitulo 1.

(B-zl)ﬁ”"
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4, Unicidad de las funciones de Jost

En la seccidn anterior hemos hecho referencia a las con-
diciones bajo las cuales las funciones de Jost existen, ta-
les funciones son importantes pues con ellas el proceso de
recobrar el potencial a partir de los parémetros de disper-
sidén se torna bastante claro. MNcs interesa entonces que e-

llas queden bien determinadas.

En esta seccidn queremos averiguar si, bajo las exigen -
cias hechas en el teorema 1 (Cap.l , p&4g.l4 ), hay mds de
una funcidn que tenga el mismo comportamiento asintdético
que hemos exigido, por ejemplo, a la funcién ‘%

k

Sean k*ﬁ: Y kqi funciones que satisfagan la ec.(B-92C) :3

X -
= —% Q(v) Senk (v-x) expik (x-v) l

-l

%, (v)- ‘f;_(v)J exp (ikv) av

k k

Sea A(x,k) = [k‘a (X),— k‘#&(x)J exp(ikx) ¢ k=5+1in (B-22)
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X
A(x,k) = ]/ Q(v$ Senk(v-x)ixpik(x—v) A(v,k) av

- ©Co

S j/AlQ(V)l

Notese que u = v=x < 0 ;

senk (v-x) o~ ik (v=x)

k

’A&v,k)’ dv

[sen () exp (~it1)] | exp (ikw)-explikae K8 1 = g 2iku

C K T 1 2ik | - 21k

con Imk =71;;0 se cumple e2Tlt £ 1, pues t<O0

|sen (ku) exp (-iku) ¢ ]Odt - u = (xev)
l k DY A%
X
|A(X,k) s/ulQ(V)A(V,kW(x—v)dv (B~23)
X
Sea G(x,k) i/ (x=v) |Q(V)A(V,k)l dv 2 0 (B-24)

se cumple:

o dg _ [* i}
ax = | |ewaw,x) [avy o (B-25)
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asi,con respecto a x,G es una funcién no decreciente

Los siguientes pasos son para demostrar (B-26)
Para v € (-, x] se cumple ,A(V,k)' £ G(v,k) £ G(x,k). Re-

emplazando en (B-25)

X X
g—i ¢ G(x,k) / lQ(v)ldv = G(x,k) d%c/ (x-v) ,Q(v) l dv

b
llamamos q(x) =/ (x-v) |Q(v) ,dv

dG

ax G(x,k) d

ax 9 $ 0

exp[-q(x)] %}% - Gexp[-q(x)] %‘2 £ 0

e exp(‘q(t))G (t,k)-[g (x,t)e_q(x)]

X

_£0 2 ep(-a®)G (kKO

t e R

Luego

G(X,k) S 0 ? X € IR (B"26)

De (B-24) y (B-26) se concluye G(x,k) =0 para x & R
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Usando este resultado en (3B -25), obtenemos:
A(x,k) =0 , xeR
De (B-22) se concluye

k%i (X) = k:bl (X) ’

Teorema

Con las hipbétesis del teorema 1, se cumple que las fun

cionées de Jost son {inicas

5. Comportamiento de <P Y ' cuando ‘kl-———aoo

En (B-9c ) tenemos

X
kCi’(x)exp(ikx)= 1- %;/ Q(V)Senk(v~x)expik(x-v)exp(ikv)k4ﬁv)dv

(= 2]

usando (B-18)

X

sll—l 'Q () | |, F () exp (ikv) ’ dv

usando (B-21)

X P r X
1 j 1. ol_ 1
S /'Q(V)lexp[lil)’ k| SXP

J=- ao
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, P P |
i ¢ 2 X ) 0

‘k<P(x)exp(1kx) $ TR exp K] Ikl » =
Por lo tanto

‘P(x;k) % = exp (-ikx) (B-27)
En forma similar

Y (x,k) exp (ikx) (B-28)

|k‘_'__.,oo
6. Relacibén entre las funciones de Jost
Hemos visto en la seccibdn 2 de este complemento ‘que

la ecuacidén integral, por ejemplo, para la funcién‘4’==%(x,k)
tiene validez s6lo cuando Im k< 0. Sin embargo el valor

% (x,k*) (k* significa el conjugado complejo de k)si tiene
sentido cuando Im k >0, y cabe sospechar cue tal valor coin

cida con ‘%(x,k), o quizas NO.

Este tipo de relaciones son las que se buscan en esta sec

cidn.

o Empecemos con #(x,k) y c-%(x,k*)

P (x,x)

X
exp (i xx)- i/ Q(v) senx(v-x) <F (v, x)dv

oo

X
exp (i & x) - o%/ Q(v) exﬂi“(v‘x%ex‘—’@“ (=) v, )

Para Im %<0
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ik® (v-x) _—ik* (v-x) —
% (x,k*) = exp(ik*x)- -]lZ* alv) € - “—CF(V:k*)dv
21

- oo

donde Imk2> O

54

. . -
F* (x,k*) =exp (- ikx) - i-) Q(v) 2R —telvmx) _coxp Telva) < (v, o) av

Q(v)Senk’ (vx)p * (v, k*)dv;

e

-0

Esta ecuaci6n integral tiene la misma forma que aquella para <P (x,k) -

Como la solucibn es finica (ver seccidn 3) concluimos que

k

- para Imk 2 O

k*
o Otra relacidén puede intuirse luego del siguiente razona-

miento. Si Imk > 0, también Im(-k*)2> 0, luego cabe la posi

bilidad que exista alguna relacidn entre < (x,k) v < (x,-k¥*)

x
$ (x,-k*)=exp (ik*x)~ _lk* Q(wv)

exp (- ik* (v-x) ) - exp ik* (v=k)
21

o v, k% av

la cual o ocoincide con la ec. para‘1°(x,k) , Sin embargo si to
mamos el valor conjugado completo obtenemos
X

* . ) *
- . 1 : exp ik(v-x)-exp -ik(v-

- 0o
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que es la misma ecuacidén integral a ser satisfecha por c*’(x,k)

Como la solucidn es finica, debe tumplirse que

~k* k L
y P (x,k)=P(x,-k*) (B-29b)

para Imk > 0

o También , con Imk> 0 se tiene Im(-k)< 0 y esperamos

haya una relacidn entre + (x,k) vy ‘f’(x,—k)

X . .
- o amik(v-x) ik (vex)
P (x, k) =e"HE- l/ Qv) © 5 © P (v,k) av

X . .
. 3 ik (u-x) _ _-ik(u-x) —1
= e ikx - l/ Q(V) e 2—i— e (V,—k)dV

oo

que es la misma ecuacidn integral a ser satisfecha por $ (x,k)

i__,_____k $ (x,x)= P(x,-k) (B-29¢c)

para Imk2 O
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Idénticos resultados se obtienen para Y y Y

P (x,k) = P (x,-k) Yix,k) = ¥ (x,-k)
=" (x,k*) =Y *(x,k*) (B~30)
- P (x,-k*) = Y "(x,-k*)

7. E1 Wronskiano de 2 soluciones de la

Ecuacidén de Schrodinger

Wronskiano

Para £, g R C, continuas y de derivada también conti

nua. Definimos el Wronskiano de estas funciones

W(f,g9) = £ ba- gbDf (B--31)

Aplicaremos el resultado

£f, 9 son linealmente
(B-32)
independientes

a dos funciones que son soluciones de la ec. de Schrodinger

Sea:

(B-33a)
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Multiplicando la primera por rg Yy la segunda por kf,

para luego restar

2 2 R T R
rgD (£ - xf DI = (F k -)kij
D g Df - . fDg = (82 -'kz)'ff}
S k k™ T k¥
D W(g,  £f) = (*%x?) £3 (B-33b)
~ 'k : kY

Este resultado nos indica que, si en (B-33a) tuviéramos
2 funciones solucidn, correspondientes a un mismo autova-
2 3\2 : . . S
lor, k™ = , entonces el wronskiano de ambas funciones es
una funcidn constante.

(x ) y ¥ x &R (B-34)
o

Siendo nuestro interé&s obtener toda la informacidn posi
ble a partir de lo que se conzoca en las regiones asintdti

cas, escogemos X en tal regién (|x] —— oo ) y asi

Conociendo el valor que toma el wronskiano en un punto

X5 perteneciente a la regién |x| —— oo , conoceremos el

valor que toma en cualgquier otra regidn: es el mismo.

Aplicacién.-

Sea Imk = 0, k # 0. ‘En este caso podemos trabajar con
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las funciones de Jost *’y Y simultédneamente.

= se tiene

Para x_ en la regibén x

ﬂ’(xo, k) = exp(ikxo) W’(xo,k)= exp(~ikxo)

(D \d(xo,k) = ikexp (ikx ) (D ‘F}(xo,k)= -ik exp(~ikx )

reemplazando en (B-31), obtenemos aue

WY, ) -2ik

(x )
o
Usando los resultados (B-32) y (B-324) concluimos

Para Imk = 0 , k # o, se cumple

A Y linealmente independientes
k'» k

Si elegimos X, en la regibn X, - @ obtenemos un resul

tado similar
Para Imk = 0, k # 0 se cumple

o WGP,  P)(x) =R ik (B-36)
o <+, $ son linealmente independientes
k k

El resultado (B-35) ha sido sencillo de obtener debido a
que se conoce el comportamiento asint6tico tanto de kﬁ) como
de k\l"en la misma regién x —— co ,Para (B-36) ocurri6 lo mismo.

Sin embargo ¢cudnto vale W(k$’, kq’)?} en este caso se cono
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ce el comportamiento asint6tico de k%l en X ——— oo pero
no el de k<F Esta discusién la posponemos para el préxi

mo complemento.

ANEXO 1 La demostracibén de (B-20) es por induccién

En (B-19), como hé(v,k) = 1, se verifica

luego, (B-20) es v&lida para m =1

Sea ella vdlida para algln nimero natural m= n

1 - n

‘hn (x,v) T

mostremos entonces que (B~20) serd también védlida para

m- = n+l

X
1
‘hm_l) (x.k), g/ X |Q(v) | ‘hn(v,k) | av S

n

X
S ilQ(v)I%;( Plv) dv

(
]

pero ‘Q(x”: %%



COMPLEMENTO C

INTERPRETACION DEL FENOMENO DE DISPERSION MEDIANTE LAS
FUNCIONES DE JOST



-199-

INTERPRETACION DEL FENOMENO DE DISPERSION MEDIANTE

LAS FUNCIONES DE JOST

2 2 ;
h® 9 Y h aF | QO Ec. de Schrodinger
o YT i T g

Trabajando con potenciales independientes del tiempo, bus-

ca soluciones de la forma
T (x,t) = £(x) exp(-i L t) (C-1)

la funcién f debe satisfacer

2
_h 2 -
EDf+Vf—Ef

. 2m 2 2m _ .
para mayor comodidad usamos Q(x) = — V(x) , k= = = E’,
h h
. 2 -
~-D'f + Qf = k"f , para x & IR (C-2)

Las exigencias que hacemos al potencial O estdn consideradas

en la hip6tesis del teorema 1 (Cap. 1, pags. 13 y 14).

Como Q(x) <] » @ , el comportamiento de f en tal re
—_ oo

gién estard gobernado por la ecuacién

y asi

f = A exp(-ikx)+ B exp(ikx), para |x|— >o0  (C=3)
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donde A, B se escogen arbitrariamente y k es, en general,

un nimero complejo.

PARTE 1. Trabajaremos con k real

Teniendo en cuenta la dependencia temporal indicada en(C-1)
la expresi6n (C-3) muestra para el caso k> 0, una onda des
plazandose hacia la derecha, exp(ikx), v otra hacia la iz-

quierda, exp(-ikx)

1.1 Ondas incidentes nrovenientes de la reaidn X

En la Fig. -1- se esquematiza un fenbmeno de dispersibn
y lo que deseamos es encontrar una funcidbn, solucidén de la

ecuacién de Schrodinger, que describa analfiticamente tal

fendmeno

expl=ikx)

onda incidente
expl(-ikx)
- .
onda e xplikx)
transmitida - onda

reflejada
X

(X'——%~w) (x — oo )

Fig. 1 Fenbmeno de dispersibn oriainado por un tren de on-
das 1incidentes al interactuar con el potencial (k> 0)
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N6tese que lo identificado como ondas incidente, reflejada

y trasnmitida tiene la misma forma del comportamiento asin

tético de las funciones de Jost y, precisamente, para des-

cribir analiticamente este fenfmeno de dispersibn es que

haremos uso de ellas.

La Fig. 1 puede ser mostrada en la forma

onda incidente

onda Wy
transmitida AN
onda
. reflejada
(X —-o00 ) Q ( X =& oo)

Fig. 2 Fendmeno de dispersibn descrito en términos de
las Funciones de Jost

Usando el resultado (B-35) tenemos que, para un valor fijo

de k real no nulo,'[kﬁ’, k‘V}constituye una base del espa-

cio de soluciones de la ecuacibn (C-2). Siendo 4’otra de

k

sus soluciones, entonces ella podr& ser expresada como una

combinacibén lineal de aquellas.

P = a), ¥ o + b)Y (0, k real (C-4)

Usando el segundo miembro de esta igualdad, se verifica
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a(k) exp(-ikx) + b(k) exp(ikx)

k<’D(x) r——
) )

onda

onda
incidente reflejada

y usando el primer miembro

exp(-ikx) , onda transmitida

k4’(x) L m:

lo cual nos permite concluir que, para k real no nulo, la

funcibén de Jost kCP interpreta analiticamente el fenOmeno

de dispersibn de la Fig. 1

En (C-4) despejemos los valores de a(K) y b(k)

k"f“ = ak) ¥ + bk VY
D F=a(k)D ¥ + blk) D.k‘f’
W .
a(k) = (kj ,x¥)
WOY o k¥
‘ , k real (C-5)
RSN
- 2ik

En fisica es m&s usual identificar en un fen6meno de dis

persibn, los coeficientes de reflexibn y transmisibn; para
lo cual la expresibn (C-4) la escribimos en la forma
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), T 0 =, Y 0+ ROOY (1), kreal (c-6)
donde
T(k) = a(k) coeficiente de transmisidn
R(k) = thg coeficiente de reflexidn
expl —1Kx)

da inci .
Ttk ) e xpl=iK x) onda incidente

onda

transmiti da R(k) ex plikx)
A~

o nda
reflejada

(X — - 0) Q (X — o)
. Fig. 3 Fendmeno de dispersidn descrito por (C-6)

1.2 Ondas incidentes vnrovenientes de la recidn x

En forma similar se estudia el siguiente caso

explikx )

onda.
incidente expliks)
d id
| a
¢:ixd-|kx) onda transmitl
onda
reflejada

(X —-o0)

- - oo .
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+, kﬁ’}

constituye una base del espacio de las soluciones de la

De acuerdo a (B-36), para Kk real no nulo,{

Ec. (C-2), siendo kﬂ’ otra de las soluciones, ella se puede

expresar como una combinacibén lineal de aquellas.

Y (x)=3(k)k4’(x)+ b(k)kCF (x) , k real (C-7)

donde a(k) no indica al conjugado complejo de a(k) ni algu
na otra operacidn hecha con a(k), es simpelemente un nuevo

coeficiente que debemos determinar.

En (C-7) se cumple

Y ak) etR¥ 4 p(k)e KX
X - oo
onda onda
incidente reflejada
kﬁj (x) % exp (ikx) onda transmitida

de manera que, para k real no nulo, la funcidn de Jost kLV

describe analiticamente al fendmeno de dispersidén de la

Fig. 4.

A partir de (C-7) despajamos los valores de a(k) y b(k)

a(k) = b(k) = (C-8)
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Cabe definir también los correspondientes coeficientes de

transmisién T y reflexibn R

ol

(k) = 1 R(k) = 2K

a(k) (k)

ol

y asi (C-7) puede expresarse en la forma

—Yk)k*'(x)-= kCF(X)+ E(k)kék(x) k real (C-9)
exp (ikx) —~— o » - >
onda incidente T (k) exp (ikx)
onda
R(k)exp (-ikx) transmitida

onda reflejada

(X —-00) ( X —> o)
Fig. 5 Fenbmeno de dispersidn descrito por

C-9)

¢ Los coeficientes de reflexi6n y transmisibn R(k) y T(k)
que aparecen en la fig. 3, serén respectivamente iguales a

los de la fig. 5 R(k), T(k)?

En el Anexo 1, al final de este complemento, demostramos
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R(K) 2+ T(k) =1 T(k) = T* (-k)
(C-10)
R(k) = R*(-k)
Idénticas relaciones entre si cumplen T (k) y P.(k)
También
a(k) = a(k) T(k) = T(k)
Y ast b (-k)
b(k) - =b(-k) R(k) = a(k) (C-11)

PARTE 2 Trabajaremos con valores de k complejos

k=8+1in . M 20

2.1 Estados ligados
Hemos visto en la parte 1, expresidn C-4, que para valo
res de x real la funcidn de Jost £¥’describe analiticamen-

te el siguiente fenSmeno de dispersidn

exp (-ikx) a (k) exp (-ikx)
<—v

~—~—> b(K)exp(ikx)
(X _— o)

Para k real

exp (-1ikx)

a (k) exp (-ikx) +b (k) exp (ikx) X —_——

y seglin (C-10) a(k) # 0 para todo valor de k real,.
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La validez de estos resultados que acabamos de mencionar,
tuvieron su punto de partida en (C-4). Ahora no podemos u-
sar esta expresién puesto que el uso de las funciones k*)

tiene sentido cuando Imk (0, y el de las funciones k¥)

cuando Imk> 0 (ver Teorema 1 del Cap. 1, padg. 14)

Sin embargo, la expresién (C-3) no hace distincidn a los
posibles valores de k, el comportamiento asintbético que a-
11f se indica lo tiene toda solucibdn de Schrodinger (C-2).
Valores particulares de A y B distinguen una funcidn de o-

tra.

En base a esto, nos estd permitido buscar una funcidn de
Jost, solucidén de (C-2), que tenga el siguiente comportamien

to asintético

exp (-ikx) X—— 3 - o0

WP = (c-12)
a(k)exp(-ikx)+b (k) exp (ikx) X —

para k = § + in ;M 0 (k fijo)

Nuestro interés: ¢Describe k4> un estado ligado?

Por estado ligado entendemos lo siguiente:

Def.:
R— ,C f es solucibn, no nula, de la

describe un esta ec. de Schrodinger, y ademés

do ligado jflf(x)| dx € =0
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Una condicién necesaria para que f describe un estado liga-
do es que se anule en la regidn éCumple k‘?
con este requisito? La expresidén (C-12) indica que esto
seri posible sdlamente si, para tal valor de k, el coefi-
ciente a(k) es nulo. Aasi, la blGsqueda de. estados ligados

significa el estudio de la funcidén "a"

Por lo pronto sabemos que

'CP describe un estado

k and alky) = 0, Imk;> 0

j ligado

(C-13)

2.2 - Expresiones anliticas para a (k)

., Resulta interesante ver como la ecuacién integral para ¢
deja ya traslucir el comportamiento asint6tico que se le

exige en (C-12)

$ (x)

x
K exp(~-ikx) - i/r Q(V)Senk(v-x)ké’(v) dav

exp (-ikx) - = Q(v)
oo 21

X
%/[ eﬁg(ik(v—x» :gxg(—ik(v-xﬁﬁ#(v)dv
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A partir de esta expresidn (y procediendo de una manera no

muy formal) podemos obtener el comportamiento asint6tico de

‘ -ikx
e X —— - oo

k‘F (%) [l- Q(V)e_x_g%kv) k‘*’ (v)dv | exp(-ikx) +

+[/Q(v) e—}“*ié'.'—ﬂi{kv) k‘1°(v)dv:| exp (ikx) ®¥——> oo
- (C-14)

Identificando términos en (C-17) y (C-14) resulta

a(k) =1 - 2%]{ [ Q(v) exp (ikv) k‘*’(v)dv
) (C-15)
bk) = ,3 | () exp(-ikv) T (vav

donde k - § +4i0 ., Mo

o Hay otra manera de expresar el valor de a(k), ella utiliza
la propiedad de que el wronskiano de dos soluciones de la e-
cuacién de Schrodinger (C-2), que corresponden al mismo auto

valor k2, es una funcidn constante (ver resultado B-34)

En este caso usaremos k*‘y k#)



-210-

De la primera funcidn sabemos que

'}Zf’(x) = exp (ikx) en X — oo

y de la segunda, la expresién (C-12) nos indica
k<’¢"“(x) = a(k)exp(-ikx) + b(k)exp(ikx) en X — oo

Para evaluar el valor constante que toma el wronskiano, to

memos un valor X, perteneciente a la regibn X — oo

= 2ika(k) ; para todo xe¢ IR

Luego

WP V)
k' k .
a(k) = —=~ % ; k=% +i , M0 (C-16)
2ik T
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2.3 PROPIEDADES ANALITICAS PARA LOS ESTADOS LIM’]
2.3 Propiedades Analiticas para los Estados Ligados

o Cuando kCP describe un estado ligado, C-13 nos indica
b

a(kj) = 0. Para este mismo valor kj la funcibén de Jost
kff es también solucidn de la ec. de Schrodinger y, se-
gin C-16, W(ﬁf ' ﬁ? ) =0 Luego

J J.

Si

Ef describe un estado ligado entonces k#) Y kﬁ)
J : j j

son linealmente dependientes

(C-17)

o En (C-16) se expresa a (k) en términos de las funcio
nes de Jost, de las cuales conocemos sus propiedades

analiticas.

Luego:

Con la hipétesis del Teorema l(Cap. 1, Pa49-14 ), para

la funcidén *a" se cumple

a(x) ~ es continua en Imk > O (C-18)

ack) es analitica en Imk> O
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o Ahora, de las funciones analiticas sabemos que los va-+

lores k = k., en las cuales ellas se anulan, son puntos ais
i : 2
lados en el plano complejo. En nuestro caso particular ,

cen cudntos de estos puntos k = kj se cumple a(kj) =02

Para averiguarlo haremos uso de la expresién (C-15). ULa i

dea a seguir es demostrar que a(k) ———— 1 1lo cual nos
|k]—-)oo

indicara que s6lo existe un nGmero finito de valores kj’

pues ellos toman solamente valores discretos.

a(k)-1 = 2&% ./ Q(v) exp (ikv) kcF(v)dv

-”-o

a(k)-1]¢ 21%[ / | o(v) | |exp (ikv) k‘i’ (v)| av
usando (B-22) ,exp(‘ikv)k‘P (v) l \< eXP(|PT‘Z| )

oo

donde P, = ‘/IQ(V)Idv, resulta

1 Po P,
| a0 - 1< 37 exe( g)) 0
Luego
a(k) |k|___;eo > v (C-19)

a(kj)=0 s6lo para un nfimero finito

de valores k = k. j=1,2,...N, Imkj) 0

¢En que parte del plano complejo estén situados los kj?
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Veremos ahora el rol que juega el hecho de exigir que el

potencial Q sea real

Supongamos que X 4’ describa un estado ligado (Imkj> 0)
J

2 2
-D ~k;#+ Qk;? = kS

tomando los valores conjugados complejos

. * * ®
_Dij}j* + 0 kjc}: = (kj)2 kJCF , para Q real

*
multiplicando estas expresiones por X CF Y g quespectiva—

J J
mente, y luego restarlas, obtenemos:
integrando desde -~ < hasta <=
2
= (k2
J
- o0
Como kﬂ’describe un estado ligado, » 0
J S
3 'S
(K2 - k2 }l P(x) dx = o0
j j k5
- oo
la integral es no nula,
' 2 *2
4i€ . n .=(kJ - k.7)=0
555705 7K K,
k
:> % .=0 -——-——-A—.l,u__...,,._..__.___._,.__’ E

J
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Luego

Los valores kj' para los cuales k‘? describe un estado
j .
ligado estan situados a lo largo del eje imaginario del

plano complejo, cuando el potencial Q es real,

De esta manera podemos complementar el resultado (C-13)

o k‘ﬁ’describe un estado a(kj) =0
ligado Real k. =0 (C-20)
g - ]
o E1 potencial Q, en la Imkj> 0

ec. (C-2), es real"

Comentario.- En el estudio de los fen®menos no lineales

se suele desdoblar el problema. en un par de ecuaciones de

primer orden (en forma similar a como hemos hecho en B-4)
muchas de las cuales son equivalentes a la ec. de Schrodin-
ger, Ec. C-2, pero con potencial complejo. Esto d& lugar
a resultados un poco diferentes, como por ejemplo, que los
k. no necesariamente estdn situados a lo largo del eje i-

maginario. (Ver Ref. 2,P4gs. 67, 73, 160, sgtes).

o Las funciones de Jost k‘# son reales
J
El resultado (B-30) indica

) »
ﬂb(x,k) = ¢’7x,—k*) Y(x,k) = *J(x,— k*)
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Con kj’ Luego;
. | .
Pk = P, k) Yk =Tk (c-21)

En (C-17), la constante de proporcionalidad bi , entonces,

es real.

o
_e_
i
o
o~
_e

bj real (C-21b)

2.4 'Estudio de los polos de la funcidén "T"

En el proceso de recuperacidén del potencial a partir de los
pardmetros de dispersidn, se presenta el oroblema de eva-

luar integrales del tipo: (ver expresibén D-23)

J(y) = /T(k)¢’(x,k) exp (iyx) dk

r
donde

T(k) - 1/a(k) , Imk> O

' es una curva cerrada (semicircunferencia) contenida en
el semiplano Imk>» 0, en cuyo interior se encuentran todos

aquellos valores k = kj para los cuales a(kj) =0

Como“a” es una funcién analitica que se anula en un nfimero fi
nito N de puntos k = kj’ entonces la funcidn T tiene polos

en dichos puntos



~216-

k — k.
J

A fin de facilitar la posterior evaluacidn de la integral
J(y), (esto se hard en el complemento D), en esta seccibn u-
saremos llevar a cabo dos. cosas: lra. Evaluar la primera de-
rivada de la funcién"a” en kj , lo cual denotaremos con
a'(kj) y 2do. demostrar que, como a'(kj) # 0, los polos de

la funcidén T son de primer orden.

o Calculo de a' (kj)

.
En (C-16), 2ika(k) = ILW(kGF*, KT } (x) X ¢R . Para

mayor simplicidad usemos

¥(x,k) = ¥(x) , ‘tfx = .g_:': -

‘Luego

2ika(k) =($ Y. “Tﬁ)(x,k) . X eR

derivando con respecto a k

21a (k) +2ika(k)= (Wi, ¥} ) + Wi, F) j (x,k)
evaluando en k = kj

2ik a'(k =(w(=t>,~rk)+ S ) (x,k) , x &R  (C-22)

.)
J J

nos sera {itil ahora el siguiente resultado (su demostraci6n
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la damos al final de presente complemento, en el Anexo 2)

2k ., 1.2
+ _El_ gF (x,k.)dx (C-23)
I Jee J
pues, eligiendo en (C-22) un X en la regidn X ——35 oo

y reemplazando aqui (C-23), obtenemos

2ika’ (k)= [WCH Y} (oo k) Hu(P ¥} (- o0 k)

) S
+ 51 [ (x,k;)dx (C-24)
I J o

usando (C-17)

2ik_.a' (k)
J J

los dos primeros sumandos del segundo miembro, son nulos
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o0

2. b, 2
a'(k,) = .-L/CF (k) =2 T (x,k.)dx
J 1ij J 1 j

Luego:
. b.
a(k.)=:0 a (k.) = 0 Imk. >0 C-25)
(k5 Y (k5 i_alj+ ’ j (
donde

constante de normalizacién,

el resultado (C-21) nos indica que bj Yy dj son constantes

reales.

o Mostremos ahora que los polos son de primer orden

Como T tiene un polo en k = kj
entonces, para cualquier k #-kj

que pertenezca a una vecindad

Sl del kj' ella puede expresar

se en una serie .de Laurent de

la forma
- - n
T(k) = T = SR ch(k—kj) , kel
n=0

(C-26)
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donde

c_p # 0 ; h indica el orden del polo (h> 0)

e = 1| zw
n 2M (kK )
3

siendo £ wuna circunferencia contenida en () y en cuyo in

n+l dk n =-h’-h+l,n..'_l,0,l’2’A

terior se encuentra kj

Asimismo, la serie de Laurent para la funci6n analitica a,

es de la forma

o0

a(k) =2 x (k—k.)n ' k « (C-27)

n=0 o J
donde
o« =1 a(k) ak a(n)LEi)
n 2901 (k-kj)n+l n/
4

a(n) indica derivada de orden n
Como a(kj) = 0, en (C-27) tenemos

alk) = 1

0 + allky) (k=k ) +3,

.

a"(k.) (k=k )2 + ...
; j

1
T(k) = _,
a (k) a'(kj)+%a"(kj)(K-Kj)’h-.

En (C-25) se indica que a'(kj)# 0. Luego
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1i k-k.)T(k) = —_1
P T a (k) 70 (C-28)
j

Este resultado serd compatible con (C-26) sblo si h= -1

Por lo tanto:

Los polos de la funcidn T son: de primer orden.
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ANEXO 1

Relaciones entre a(k), b(k) y a(k), b(k).-

En (C-4) y (C-7)
¥ (x,k)

Y (x,k)

a(kx)Y (x,x) + bx)Y (x,k) (i)

a (k)c\"(x,m o) P (x,k) (ii)

El resultado (B:. 30) indica que <#’(x,k') = CP(xjk),\V(x,k) =

Y (x, =k), el cual aplicamos a las expresiones (i), (ii)

luego de evaluarlas en -k Obtenemos
Px,00= a-0)Y (x,k) + b(-k) Y (x,k) (iii)
Wix,k) = 3k P x,% + b-k) Pix,k) (iv)

Reemplazando (ii) y (iv) en (i) y teniendo en cuenta que

k4> ' kCP son linealmente independientes (k # 0) resulta,

“a(k)a(-k) + b(k)b(k)

1

0 (1)

a(k)b(-k) + b(k)a(k)

En forma similar, reemplazando (i), (iii) en (ii) obtene-
mos -

a(-k)a(k) + b(k)b(k) =1

a(k) b(k) + b(-k)a(k) =0 (2)
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También, para valores de k real, el resultado (B-30) nos in

dica
* *

P (x,k) =P,k P (x,-k) = P (x,k)

e K
‘V*(x,—k)= Yix,k) ;Y (x,-k) Y (x,k)

resultados que aplicaremos en (i), (ii) luego de evaluarlas

en -k y tomar valores conjugados complejos. Resulta.

P (x,k)

a*(—k)qj(x,k) + b*(-k)ﬂ’(x,k) (v)

Y (x,k) = a (-k)F (x,k) + b (k)P (x,k) (vi)

Comparando (i) con (v) y (ii) con (vi)

a(k) = a*(-k) b(k) = b*(-k)
a(k) - a*(-k) b(k) = b*(-k) (3)
y asi
% ¥
T(k) = T(-k) R(k) = R(-k)
T(k) = Tl-k) R(k) = R(-k)

Por otro lado, al comparar (C-5) con (C-8) (usando ﬁ# =_£? ;

kﬂj =Y ) resulta

a(k) a(k) ; asi T(k) = T(k)

b (k)

-b (-k) (4)

Reemplazando (4) en (1) y (2)

a(k)a(-k)- b(k)b(-k) =1 a(-k)a(k)- b(-k)b(k) =1
(5)
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Reemplazando (C-12) en (-15)

a(k) a*(k) - b(k) B(k) =1  3%X)a(k)- B(k)B(k) = 1

1
y as (6)
R(k) |2 + |70 ]2 - 1 Rk |% + [T 2 = 1
ANEXO 2
.2
-F  +oP =k’ (7)
2 o

Derivando (7) con respecto a k, multiplicd&ndola luego por Y

multiplicando (8) por #Jk

restando estas dos filtimas expresiones

\PxxcPk —.:Pxxx\{ = 2k

Evaluamos estas funciones en (x,k.) , y usando (C-17) resul
J

ta
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integrando desde - °° hasta <o

{W("f’k,‘i’)} (ov,kj) (-oo,kj) +

(9)



COMPLEMENTO D

EL PROBLEMA INVERSO: RECUPERACION DEL POTENCIAL A
PARTIR DE LOS PARAMETROS DE DISPERSION
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1. Otra representacidn integral para las funciones de Jost
g ,CF . La funcibén K y su relacibn con el potencial Q, -
La funcidn de Jost ﬁf estd dada en forma implicita me-

diante una ecuacién integral

(o & ]

kk"(x) = exp(ikx) + % Q(v) Sen k(v=x) g*’(v)dv (D-1)

X

Imk} O

Resulta conveniente (como veremos en D-4) buscar una for

ma mas explicita para expresar EY Por ejemplo, si se
plantea
} oo
k‘\’(x) = exp(ikx) + K(x,s)exp(iks)ds, Imk >0 (D-2)
X

nos preguntaremos cémo debe ser K para que g*' satisfaga
(D-1). NoOtese, en (D-2), que solo pueden determinarse los

valores K(x, y) para los cuales y » Xx.

El reemplazar (D-2) en (D-1) nos ha de conducir, luego
de algunos procedimientos algebraicos que mostramos en el
anexo 1 al final de este complemento (Ver D-33), a la si-

guiente ecuacibén integral para la funcién K:
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y+ (v-x)
K(x,y) 1+ K(v,u)du [dv +
v
" 5%Z +(v-x)
+ 5 Q(v)K(v,u)du dv ... para y3 x
X y=(v—x)

(D-3)

Esta ecuaci6n, de apariencia complicada, nos proporcio-

na una relacidn interesante entre la funcidn K y el poten-

cial. En efecto, evaluando (D-3) en x = y obtenemos
K(X,X) = '2-
y asi
d
Q(x) = =2 ax K(x,x) , (D-4)

En forma similar se procede con la funcibn k4>’ para la
cual se introduce una nueva funcibn K -- K_(%x,y). Se ob-

tiene (ver ref.l, p&gs 173-174 )

X
g?’(x) = exp (-ikx) - ;/. Q(v) SenK(v~s) ﬁ#’(v) dv

x
£¢’(x):exp(—ikx) j[ K_(x,y)exp(-iky)dy (D-5)

o0

d
Q(X) = 2 a‘; K_(er)
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2, Propiedades de la funcién K

Intentaremos despejar, en (D-2), el valor K(x,y) en tér
minos de Y . Justifiquemos vrimero el resultado (D-6) .

Para ello, con x fijo, definamos
ak) =Y(x,k) - exp(ikx)

se cumple que

-R
fA(k)exp(uiyk)dx =0, yeR
rR

(FR =F1U [>,€S una curva cerrada como se indica en la fig)

pues la funcién subintegral es analitica en el semi-
plano Imk > O.

Cuando R —— 5 oo tendremos

jA(k)exp(-iyk)dk':/ A(k)exp (~iyk)dk
x -

oo
oo

/ [\\J (x,k)-exp(ikx)] exp (~iyk)dk = -[“\J(x,k)—exp (’ikx}]exp(—iyk)clx
2 o

(D-6)

% es una curva orientada en sentido contrario a [ 5

Reemplazando - (D~2) en (D~6)

/ [Y(x,k)-— exp(ikx)] exp (~iyk)dk =

o0
(=8}

[/I‘?(x,s) exp (iks) ds:l exp (~iyk) dk
X

- oo
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oo

= K(x,y) /wexpik(sﬁy)dk ds =

o' oo

X

= K(x,s)2 S(S—y)ds
y LI ) y< X

(D-7)
Los valores K (x,y) que toma la funcidn K son reales.-

En (D-7), para valores de y > x se tiene

il

K(x,y) 2%— /[Y(x,k%-exp(ikx)—lexp(—iyk)dk

oo

X ilw Tl ol
K(x,y) = 21?’/ [ki’*(x,k) -~ e lkaelyk dk

Usando (B-30): \I}(x,k) =\r (x, —-k*)

L%
Y (x,k) = YV (x k)

co

Para k real se cumple

1

*
K (X,Y) = 2,—n;

[\V(X,'*k)"exp(—ikx)] exp (iyk) dk

~ o
cambio de wvariable ks ~ <

- 0o

L]

1

ce

= 21?(_/ [kf(x,o( )—exp(idx)—J exp (~iy e ) de

K(x,y) (D-8)

K (x,vy)
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Se procede en forma similar con K. , se obtiene

K (x,y) = 2%( (C?(x,k) - eﬂlkx)elyk dk ,
- o0 (D—9)
K (x,y) = K(x,y)

para y < X

3. La Ec. de Marchenko

La ecuacibn para K = K(x,y) obtenida en (D~3) fue esta-
blecida en base a un nroceso analitico que buscaba compati

bilidad entre lo que expresaban (D-1) y (D-2).

Lo que se pretende ahora es obtener una ecuacién para
K = K(x,y) pero que tome como base el proceso de dispersidn
esquematizado en la fig. 1 intentado asi relacionarla con

los paré@metros de dispersibn T (k) y R(k).

T(k)exp(~ikx) exp (-ikx)
‘-~ ~ -

"—r . .
onda incidente

onda transmitida

R(k)exp (ikx)
SR <
onda reflejada

(x—-o) (% —= o)

Fig. 1 En este esquema se estd considerando k real y
positivo
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La expresifn (C-6) indica

T(k) P(x,k) = Y (x,x) + RK)Y (x,k)
‘Para k real qj(x,k) = \rﬂx,k) (Ver B~30). Luego

: *
T(k)CF(x,k)=\r(x,k)+R(k)ﬂ/(x,k) , k real (D-=10)

Esta relacibn es nuestro punto de partida para obtener
una ecuacibn para K (N&6tese que ella interpreta el fenbme
no de dispersi6n de la Fig, 2). El nrimer paso consiste en

expresar cada uno de los sumandos en términos de K.

Las relaciones entre las funciones de Jost\+’,4°y las
funciones Ky K_es a través de (D-2) y (D-5). Dichas ex~-
presiones sugieren reacomodar los sumandos en (D-10) en
forma tal que aparezcan 1lo0s factores[ﬁﬁx,k)~exp(ikxi] Yy

F*%x,k)-exp(-ikx)] El resultado es

(T () -1 Px, k)= [ (x,k) ~expikx | +R(k) [ (x,k) ~expikx | +

(D-11)

Ahora, mantenemos fijo el valor de "Xy consideramos a
cada uno de los sumandos como funciones de k (k real)a las
cuales aplicaremos el operador de Fourier

#<

o Sea Al(k) = PY(X,k)—expika (D-12a)



-232-

=/ K(x,s)exp(miks)ds

X
= ..1_/ ;{o(x,s)em(i(y—s)k)ds k= 2./ K (x,8) :XP(i(y—S)k)dkds
el | i : vam | N
J/-OQ x -
o -
=v'llhﬁ;[( K(x,s)2'?f g(y—-s)ds =
V2 K(x,;y) si y)> x
- (D~12b)
0 Y < x
o sea A,(k) = R(k) [\V(x,k)'-— exp(ikx)] (D-13a)

co

Az(k) = R(-k)/ K(x,s) exp(iks)ds
X

(y) = l; R (k) K (x,s)exp(iks)ds exp(iyk)dk
V2w X

©0

L K(x,s)/R(k)expi(y+s)k dk ds
2 - 0o

It

X

it

/ K (x,8) {(F(R) }(y+s)ds (D-13b)

X

o Sea A3(k)= R(k) exp(ikx)
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(y) = -_Jf / R(k) exp (ikx) exp (iky) dk = {U:(R)} (xty)
V2T
(D~14)b)
s Sea A4(k) = cF(x,k) - exp(-ikx) (D-15a)

A4(k) =] K(x,s)exp(~iks)ds

oo

*ox
{(F(A4)} (v) = —L/ /K_(x,s)exp(—iks)ds exp (iyk) dk
2
; x - |
_ 1 o (i
= \/2\?/ K_(x,s) /exp 1(y—s)k)dk ds
I -
- -
= \,/2?f"/ K_(x,s)cg (y-s)ds =\/2ﬂ7/K_(x,y-s')g(s')dS'
- o0 y_x
o si, y=x> 0
{(F'(A4) } (k) = (D-15b)
V2T K_(x,y) si, y-x«0

Con los resultados precedentes, de la expresién (D-11) obte

nemos

1 °(° ]H>( , J . o0
— (T(k)~ x,k) (iyk)dk =y 27 K_(x,y) +| K(x,s){ F(R) ¢ (y+s)ds +
\/2_11- e>g_3:1.y WK _(x,y / xs{ ()}‘ys S

X

+ {G-’(R) }(x+y) paray < x
(D-16)
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o a0

—l i . L) .
= -‘ET(k)—l) <F (x,k)exp(iyk)dk = V2T K(x,y) +[ K(x,s) {(F(R)}(y+s)ds +

X
+ {G:(R)}(X‘*Y) , para y > X

(D-17)

Como en (D-~16) se tienen dos incbgnitas K y K _, mientras
que en (D-17) sblo a la funcibn K, optamos por continuar a

nalizando esta filtima.

El procedimiento para evaluar la intearal del primer miem-
bro de la igualdad (D-17) lo indicaremos en el anexo 2 al

final de este complemento. El resultado es el siguiente

(Ver D-38).

o : N
1
— | \T(k)-1 k)exp(iyk)dk =~ 4 d. ik (%t
2.1[_( (k)~1) P (x,k) exp(iyk) ,Jz“‘jé‘;* 5 e ik Gety) +

N
2. a e [k (yts)] ds , paay > x
j=1 |
(D-18)

donde kj' j=1,2,..., N,son los polos de la funcibn T(k) =

1/a(k). (Ver C-19 y C-28)

Reemplazando (D-18) en (D-17), obtenemos

3 ] 1
a. exlekj(x+yU + = {F(R)}(x+y{] + K(x,y) +

V2w

e ~
. 1 —
+ / K(x,s) [ngdjexp[(lkj (y+s)] + Jam {!F(R)} (y+S)]ds =0

v
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Con la siguiente definicidn

Nws= X a, explik.u) + ——. {@(R)} (u)
j=1 J ] V21 |

donde {F(r) }(w - 1 | R(k)exp(iyk)ak
. Jom

la expresibén anterior toma la forma

oo

Qix+y) + Kix,y) + / K(x,S)Q(y+s)ds =0 4. Yy X
X

Esta ecuacidn es denominada ECUACION DE MARCHENKO
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ANEXO 1

Reemplazando (D-2) en (D~1), obtenemos

[ K (x,y)exp(iky) dy '==/ Q(v) l.Senk_}%v—x) exp(ikv)J dv +

JX
+/ Q(v)/ [_S'e‘nk}({_\f'—x) exp(iku)] K (v,u)du dv
X v

(D-21)
Usando las dos siguientes igualdades
[2v-x
exp(iks)ds = __le [expik(2v—x)—expikx]
X
= 2;;&’ [exp ik(v—x)—exp—ik(v—x)‘,_' = 2exp (ikV) Sen}}:(u—x)
ut (v-x)
[ e}(p(iké)ds=—~.3i‘—]z exp(iku) [exp ik (v-x)-exp-ik(v=x) | =
J u- (v=x)
= 2 expiky S XV
la expresién (D-21) toma la forma
o0 ) l
/ K(x,y)exp(iky)dy = 5
X
X
[ ut (V-x)
+ [ exp(iks)ds | K (v,u)du dv

')J u- (v -x)

L

ox VY
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/ 10 (it (v-x)

+ 0 | - [% Q(V)exp(iks)K(v,u{} ds du dv
ox v Ju-(v-x)

(D-22)
Los sumandos que aparecen en el segundo miembro de (D-22)
los identificaremos con A y B respectivamente.

o En A intercambiamos el orden de integracién (justifica

cibn gréfica en la fig. 2)

S S
2v-x - - - s
X K omom e e e e e = =

Fig. 2
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S s
S, = u-0v-x)
2v-X
/
v r
| T -5, (1)
. F(V,k)=/ [ h(v,s,u)-dstu
VeX.
x J,, Sl(u)
X sm ey
Ve 1
.f"‘" . )
X v U
v-X Fig. 3-a
a
= ulkﬂ =g —(v-x)
4.5
u.(s) = s+ (v-x)
2v~-X 2
V=X g (v=x)
rw,k) = [/ h(v,s,u) du
X 7
v—-X
O
- S+ (v-x) -
X ———- + h(v,s,u) J du
2v-x" s~ (v-%)
18
Fig. 3-b
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o Expresamos B en la forma siguiente

B = / F(v,k) dv (ndtese v 3 x) (D=-24)
X
donde
ut (v=x)
F (v,k) = l—% Q(v)exp(iks)K(v,u)]ds du (v f£ijo)
u- (v=x) (D-25)

El orden de integracidn indicado en (D-25) es mostrado en
la fig 3a. In la fig. 3b se indica c6mo podemos intercam

biar dicho orden y obtener

fov-x [ [s+ (v-x)
F(v,k) i/ h(v,s ,u)du|ds +
x PV

(D-26)
0
i [s+(u-x)
+ ! h(v,s,u)du| ds
L s=(u-x)
2v-x
donde h(v,s,u) = % Q(v)exp(iks)K(v,u)
s+(v-x) - s+ (v-x)
Con f(v,s) = h(v,s,u)du, g(v,s)= . h(v,s,u)du
v s=(v-x)
(D-27)
(D-6) puede expresarse como
2v-x Bhat
F(v,k) =| f(v,s)ds + g(v,s)ds (D-28)
p:4 2v-x

Luego en D-25 tenemos
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[ 2v=x

20 [Tov
B =|F(v,k)dv = / f(v,s)ds du+ g(v,s)ds dv
x j5< X X J2v-x (D-23)

Nuevamente se desea intercambiar el orden de integracidn

S

S
V(s)zvs_.;x_
s(v)=2v-x
2v-Xx
s+x
2
x X
X Vo pig. 4 v X  Fig. 5 v
= [2v-x oo » 0t
f(v,s)ds dv = g(v,s)ds du =
X )X x [2V- X
. o[+
- ¥
= f(v,s)dv ds = g(v,s)dv ds
X,Eiﬁ lx
J 2 ‘X

Reerplazamos los valores de £ y g dados en (D-28)

S+X

[ res rs+(v-x) /‘w/ b
/

s+ (v-x)
B ==f ! ;h(v,s,u)du dv ds + / h(v,s,u)du dv ds

[ St / /
JxJ) 2 v X/ %X ,s=(v-x)
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/‘° St{v-x) ‘ /§%§ S+ (v-x)
B = h(v,s,u)du dv + | h(v,s,u)du dv ds
s+x |V !x s~ (v-x)

r—

J/'X l
donde h(v,s,u)= 5 Q(v)exp(iks)K(v,u)

Reemplazamos (D-23) y (D-30) en (D-22)

K(x,s)eiksds = [ %Q(V)dv "exp (iks)ds +
x+s
% X
oo {s+(v—x) s+(u-x)
| / > 0(WK(v,u)du dv
x /X%S)v s=(v-x)

Recordando que hemos empezado con un valor fijo de x,
mos
o s+ (v-x)
K(x,s8)~ % Q(v)dv - % Q(v)k(v,u)du

/

IxX+s : xX+s

W =V

3%5 s+ (v-x)

1

xH(S)= - 5 Q(v)K(v,u)du dv ___para

x s=(v-x)

io -.. para

%Q(V)K(v,u)dudv e

(D-30)

ﬁﬁsds

(D-31)

defini-

dv +

s < X
(D-32)
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La expresidn (D-31) indica

xH(s)elks ds = 0

- QU

la cual es vilida para todo k con Imk » 0, pues en el pro
ceso llevado a cabo para establecerla no ha sido necesario
hacer restricciones k. En particular serd también vilida
para k real; entonces considerando condiciones de unicidad
para la transformada de Fourier (Ver Ref. 25 p&g.469), es-

te resultado indica que XH =0 , si a la vez exigimos conti

nuidad de xH. O sea que en (D-32) tendremos:
oo (st (v-x) 228 [+ (v-x)
!
Kix,9= 2| oW |1 +J K(v,0)du|dv + = QWK (v,n)du dv
xts v s 8= (v-=x)

para s > X (D-33)
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ANEXO 2

La integral del primer miembro de la igualdad (D~17) de
be ser evaluada a lo largo del eje k real, y para ello apli
caremos la técnica usual de trabajar en el plano complejo.

Partimos de la siguiente relacibn.

-

|

Rii:,: 3‘& T (k) ~1) P (x,k)exp (iyk)ak | =
T |

%

= | (T(x)-1) P (x,k) exp(iyk) dk (D-34)

Je OO

lim T(k)-1) <,k i - _
TS e /( (k)-1) fox,k ) exp {ivk')ak  (D-34)
<

KR
donde

rgY CR esté@n especificados en la fig. 5 del Cap. 1

Segfin (C-~19) 'iﬁfblTWk)_ll = 0 . Asimismo, de acuerdo a
(B=27) Cf’(x,k)exp(iyk) exp i(y-x)k y, como
Imk» 0, se cumplira exp(i(y—x)k)~—T£Tt:;;? 0 para(y-x)> 0
Luego

(T(k)—l}‘?(x,k)exp(iyk)dk 0 , para y> x

qR (D~35)
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En (D-34) se cumplir&, entonces, que

/(T(k)—l) P (x,k) exp (iyk) dk= Lim ¢(T()-IP (x,k) ep (iyk) & =
- co r"2

—)W)
Ix Tk
Como ¢’ es analitica en Inmk> 0 y continua en Imk) 0

= lim- fT(k) ‘1’ (x,k)exp (iyk)dk + lim <f’ (x,k) exp(iyk)dk

la dltima integral es igual a cero. Asi

| | [
(P00 -1) P (x,k) exp (iyk) dk = Lim o T(k) P (x,k)exp(iyk)ak  (D-36)

I
De acuerdo a (C-19), la funcién T(k)=1/a(k) tiene un nfimero

finito N de polos en k = kj j=1,2,... N. Luego

lim j[T(k) < (x,k) exp(iyk)dk =

R —e<

e

= 27 i Z Res(T(k)‘:"(x,k)exp(iyk); kj)
j=1

bas&ndonos en que los polos gonde primer orden (ver C-28)

resulta,

N
=2 iz lim {(k-—k.)T(k)CF‘(x,k)exp(iyk)J
k =k J
j=1 J
N
= 2%i ZLllm(k kj)T(k)_‘CP (x, k )exn(lyk )
J
j=1
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usando (C-28)

usando (C-25)
N

= =211 z:?d.<P(x,k.)exp(iyk.)
j=1 J J J .

usando (D-2) para evaluar‘%%x,kj)

N
= -2T€£:j?jexp ikj(x+y) j/}ﬁ(x,s)djexp ikj(y+s) ds
= (D-37)
Reemplazando (D-37) en (D-36)
/(T(k)—ﬂ :F(x,k)exp(iyk)dk =
J- S0 N
—1 .
= —2’“’2_de exp Likj(x+yX] + (D-38)
j=1

N

-2 ﬁ!/.K(x,s)‘z:.djexp [ikj(y+sY]vds
X

j=1
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