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PRESENTAClON 

En los últimos 25 a.ños ha habido un considerable avance en 

la comprensi6n de los fenómenos no-lineales· en· Física.. Expli­

quemos p'orqué el· nombre de no-Lineal. 

El hombre siempre ha tratado de dar una explicaci6n a los ..

fenómenos que ocurren a su al¡:-ededor (la caída de los cuerpos 

(Newton), rad�aci6n de cuerpo negro, (Planck, etc.) 
 

Ocurre •

que, al elaborar sus modelos que ofrezcan una explicación a 

los fen6menos observados, los físicos arriban a veces a una ec. 

diferencial lineal.luego de efectuar algunas simplificaciones. 
 

En algunos cursos tales simplificaciones resultan acertadas en 

el sentido de que el modelo logra describir el fenómeno con a­

ceptable aproximaci6n. Para el estudio de estos problemas li­

neales se han desarrollado herramientas adecuadas: espacios vec 

toriales, series de Fourier, teoría de perturbación, etc.

Pero hay casos en que el modelo conduce a una ecuaci6n di­

ferencial no-lineal y una simplificación adicional, conducente 

a linearizar la ecuación, la aparta de la descripci6n esencial 

del problema; en tales casos no hay otra alternativa que reso.!_ 

verla directamente. Pero para tal tarea no se tenían, hasta 

hace pocos años, las herramientas adecuadas. Esto nos puede 

dar una pauta de c6mo el desarrollo de la física tiene un li-
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rrii tan te en el lenguaje ma te,IT\á.tico. del que disI?one para el abo 

rar sus modelos. 

con el advenimiento de la computadora los problemas no­

lineales han podido ser abordados con mayor facilidad; con� 

lla se ha logrado obtener soluciones numéricas, lo cual ha 

permitido idear métodos analíticos. Qno de ellos hace uso 

del Método Inverso a la Dispersión (M.I.D.) y es el que da-

mos a conocer en una parte de nuestro trabajo. 

El desarrollo de nuestro tema lo realizamos en base a 
1 

querer resolver la ecuación de Korteweg de Vries:ut-6Úux +

uxxx = O� Ella aparece en hidro�inámica (ondas de agua en un

canal poco profundo) , propagación de ondas en un cristal anar 

m6nico, colisión de ondas en plasma. 

En el presente trabajo.podemos identificar tres partes: 

En. la primera se ofrece la base analítica del M.I.D. Es­

te constituye en si todo un tema de estudio y para no desviar 

la atenci6n de nuestro trabajo de la línea de estudio de fen6 

menos no-lineales, es que dedicamos el Capítulo 1 a presentar 

todos los resultados referentes a como funciona tal método y 

las justificaciones correspondientes las presentamos en los 

complementos A,B,C y D. 

La segunda Parte está dedicada a idear un esquema de sol� 

ci6n de problemas no lineales que permita ensamblar en él al 
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M.I . .D. En el Cap.ítulo 2 se construye tal esquema, uno de cu

yos pasos principales consiste eri asociar a cada problema no­

lineal una adecuada familia .de operadores lineales. Tal aso-

ciaci6n es construida para tres ecuaciones no lineales. 

Ec. de KdV ut
- 6uu. + u = 

XXX· 

Ec. modificada de KdV 
· + 6u 2 + o ut u u = 

XXX 

2 2 iut o u + ¡u¡ u + = 

XX 
Ec. de Schrodinger no lineal 

En.el capítulo 4 verificamos la. aplicábilidad del esquema roen 
-

cionado para resolver la ec. de KdV. 

Finalmente, la tercera parte está dedicada a ofrecer una 

visión general de los hechos más importantes que han marcado el 

desarrollo en la, comprensión de los fenómenos no-lineales . .  

Esto lo presentamos en el Capitulo 3. En lo posible hemos 

. tratado de complementar cada informaci6n con la cita biblio­

gráfica correspondiente. 

Mi agradecimiento a nuestro Profesor.Holger Valqui. Su 

constancia en el trabajo ha sido buen ejemplo para ser perse­

verante en el estudio del presente tema que, inicialmente, me 

resultaba completamente nuevo. Siempre estuvo solícito en las 

consultas, aún en las horas de su merecido descanso. La m.:>ti­

vaci6n diaria que de él recib.í permiti6 realizar este trabajo 

con el mayor de los_ gustos, con una alegría de estudiante. 
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Hago extensivo :tni reconoc.;i.11\.:i.ento, también,a la Srta. Zoi 

la Vásquez por el mecanogra,fiado de la. presente tests. Acom­

pañando a su aroabilidad cuenta con la cualidad de ser compre!!.· 

siva con las contínuas exigencias que un estudiante por_ gra- · 

duarse hace para eón su trabajo • 

. A los amigos que contribuyen· a formar un ambiente de ·es 

tudio en la Facul tad de Ciencias de la  UNI, de ellos recibí 

siempr_e. el aliento y exigencia por avanzar en el esbudio del 

presente tema. 

Lima, 10· de noviembre de 1984
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CAPITULO 1 

EL METODO INVERSO.A LA DISPERSION 
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1. INTRODUCCION

¿ Puede Ud. escuchar la forma de un tambor? 

cuando una onda o partícula incide sobre un cuerpo, la 

mutua interacci6n trae corno consecuencia que ambos vean 

afectadas sus propiedades. 

Es el caso de las ondas luminosas que pasan de un me-

dio a otro produci�ndose el fen6meno de refracci6n. La 

direcci6n con que se propagan en el aire las ondas inci 

dentes provenientes del sol, se ve afectada cuando atra­

viesan el agua. A su vez el agua va aumentando su tempe­

ratura a medida que llega mayor radiación. El mismo tipo 

de fen6rneno ocurre cuando un rayo de luz solar se descom­

pone en varios colores al atrave�r un prisma. 

Pri�ma 

·'
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Cuando un problema de interacción es formalizado mate­

máticamente (recuérdese que se buscan modelos que descri­

ban lo más correctamente posible los fen6menos observados 

en la �aturaleza), a aquella zona en que la interacción 

es marcadamente apreciable la caracterizamos por una fun 

ción potencial V. 

Por ejemplo!considérese el núcleo (carga Q) de un áto­

mo de oro, en reposo con respecto a un sistema de referen 

cia cuyo origen lo elegimos en la posición del núcleo. So 

bre él inciden partículas o< ( carga positiva) que inicia!_ 

mente tienen energía cinética E
0 

(Ver Fig. l}._. A.l estar 

muy lejos del núcleo la interacción es casi nula, pero a

/ 

medida que esta se va acercando la interacción se hace ca 

PA lll'IClll. A o,( 

----:
,r.
7----�-A 
!: -- -- -- - - - - -- --

Fig. 1 Partícula o(. en interacci6n 
con un núcleo 

da vez más im­

portante lo cual 

se traduce en 

una desviación 

de la dirección 

de incidencia 

que iniéialmen-

te tenía la par 

t!cula e(; finalmente la partícula se aleja y la interac 

ci6n nuevamente tiende a anularse. Se sabe que las pr� -

piedades que derivan de este tipo de interacción pueden 
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ser explicadas si consideramos·un potencial de la forma 

v,-J !. . Nosotros haremos aquí algo simila.r con un proble­
r 

ma general : en base a datos que se miden lejos de la zona 

de interacción reconstruirnos el potencial que lo describe. 

2. EL FENOMENO DE DISPERSION
(Casos aue pueden prese

r

ttarse) 

Sea x = (x,y,z) la coordenada de un punto, pertenecie� 

te a una región en la cual se lleva a cabo una interaoci6n 

con respecto a una referencia previamente elegida. Gene­

ralmente se elige el 

rx 
1 

. , / 

1 / ____________ ,. 

/ 
, 

origen o de esta refe 

rencia en algún punto 

de la región en que 

la interacción es im­

portante. Que la in­

teracción sea impor­

tante en una determi-

nada región del espacio significa que all1 ciertas propie 

dades de los cuerpos varían apreciablemente como canse-

cuencia de la interacción. Por otro lado cuando escriba 

mos: V(x) ::t: O, significa que tal x es la coordenada de un 

punto en que la interacción es casi nula. 
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Identificamos las s.iguientes. r�giones del espaci�. 

REGION DE INTERACCION.-

Región del espacio donde la interacción es 

importante. 

REGION DE INCIDENCIA.-

En todo punto de ella se tiene V (x} � O , Des 

de ella se hace incidir radiación o un chorro 

de partículas hacia la zona de interacción. 

REGION DE DETECCION.-

Aquí se detectan las partículas o radiación 

que, luego de interactuar, emergen de la re 

gión respectiva. 

En todo punto de ella se cumple V (x} � o 

Cuando no nos encontremos en la región de interacci6n 

afirmaremos que: estamos en la región llxl1 --oc.Así 

pues el· criterio para afirmar que estamos en la región 

11 x lt � oc es que allí V (x} � o y se sobreentiende 

que estamos fuera de la zona de interacción. 

Para estar en la región Uxll� _, de_Fende del fenómeno 
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en estudio. Por ejemplo, puede ser suficiente que: 

11 x U > 10 cm este es el caso de 

O' la dispersi6n de 

� 
(<:) 

� Rutherford en que 

?
' ro los detectores de 

() las partículas -o< , 
....... dispersadas por los 

� 

o 

..., 
núcleos de oro con 

part(c ulas ) 1) 
O(, 

/ 
tenidos en una lá-

� lámina mina delgada, se 
de oro 

colocan a unos 10 a 30 cm de ella. 

• Ó quizás se necesite que 11 xll > 2 x 10 6 km cuan

do nos encontremos estudiando la interacción gravitat� 

ria entre dos cuerpos de masas similares a las de la tie 

rra y la de un hombre, (para tal distancia la fuerza de 

atracción es de aproximadamente 1 gramo fuerza.} 

Consid�rese ahora el siguiente esquema: 

REGION DE 
INCIDENCIA 

REGION DE 
INTERACCION 

Fig. 2 

-> 

', � 
P.EGION DE
DETECCION
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en el cual se desea mostrar un chorro de partículas o ra 
·•

diación emergiendo luego de interactuar con el potencial

v, distribuyéndose en et espacio de una manera que puede

diferir d� aquella que tenía en la zona de incidencia.

En el estudio de este fen6rneno pueden presentarse dos 

casos: 

Caso Directo: La función potencial 11 V" es conocida 

Entonces, estarnos en condiciones, en principio, de 

calcular la posible distribución de la radiación emergen 

te y por ende qué parte de ella será captada por cada u­

no de nuestros detectores "(situados eri la región II xt¡--)-00) 

Para llevar a cabo tal tarea,nuestras herramientas son 

·las leyes de Newton, o la ecuación de Schrodinger, además
/ 

de nuestra experiencia previa (que nos indica que tipo de

simplificaciones son viables} r 

Caso Inverso: 

No se conoce el potencial V que caracteriza a la zona 

de interacción y todo lo que tenernos a nuestra disposi­

ción son los datos experimentales proporcionados por los 
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detectores, los cuales están situados en una región dis­

tante de la zona de "interacción. Nu·estra tarea es re-

cos. 

En el presente capítulo nos interesarnos en resolver es 

te último caso y para ello usaremos el METODO INVERSO a 

la DISPERSION (M.I.D.) . Las-secciones siguientes están 

encaminadas a explicar en qué consiste tal método. 

3. LA ECUACION DE SCHRODINGER

3.l�Descripci6n general

Para estudiar el comportamiento de partículas de masa

m en interacción con un_potencial V, usamos la ecuaci6n 

de Schrodinger 

�
2

'f V'f + � 
2 + l. 

�X 
O (caso unidimensional) 

Ecuación diferencial LINEAL, dónde 

x .•.....•.. es la coordenada espacial 

t ...•.•...• es la coordenada temporal 

V =  V(x) ... función potencial 

( 1-1) 

f � f<x,t) . 
llamada función de -onda. A·partir de ella 

se puede obtener toda la informaci6n que 

se requiera del sistema en estudio. 

m . . . . . . . . . masa de .cada una de las partículas (las cua 
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les no interactOan entre si) incidentes. a la 
zona de interacci6n. 

Al considerar que el potencial de interacci6n no depend� de 
la coordenada temporal., podernos usar separaci.6n de variable.s 
para resolver (1-1). Obtenemos 

'f (x,t) = f (x) exp(-iwt), -W;= E/fl 

y f debe satisfacer 

ti2 d2 f - 2m dx2 + Vf = Ef Ec. de Schrodinger 
estacionaria 

(1-2)

la constante E es interpretada como la energía del sistema 
en interacci6n. 

ruesto que·f es funci6n s6lo de una variable, en adelan 
te el operador de derivaci6n lo denotaremos. por Q y así usa : 
remos Df en vez de �if, o2f en vez de ��·2f 

Usando 

J 

2m 
Q(x)= :-! V(x)

fl 

la ec. (1-2) toma la forma 

( 1-3} 

En ella podemos identificar un problema de valores propios 
para el operador H 

H.= - D
2 + ij

Hf = k2f 
--

donde Q (f) - Qf . 

Tendremos en cuenta lo siguiente : 

(1-4) 
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o - Las funciones propias las buscaremos en el·. .espacio 

vectorial E=.[ f rm a: continua, Df continua} 

o El problema 1-3 es resuelto especificando previamen

te un valor fijo de k e� * 

( (t es el campo de los números complejos) 

º Q(x). 1x¡--, QC O

• 

Comentario 

Hemos afirmado que E se interpreta como energía del sis 

tema en interacci6n, y estamos acostumbrados a 

con valores reales de E. Al expresarla como E 

trabajar 
. 2 

= 'fL. k2

2m 
puede llamarnos la atenci6n qu� sentido tiene considerar 

a k. como un número complejo· k = 5, +i Yl_ , pues E tomaría 

un valor complejo. 

Lo que se ha hecho en realidad es una generalización y 

ésta se justifica en el contexto del tema de problemas NO 

LINEALES, cuyo estudio desearnos abordar. Allí uno en­

cuentra ecuaciones que pueden ser expresadas en la forma 

de la ecuación de Schrodinger, ec.1-2 , pero con potencial 

complejo. (: ver Re:É. 2¡ Pág .. 20)

* Lo que desearnos recalcar es que en las operaciones al 
gebraicas que se llevan a cabo para hallar las funcione� 
propias de H, en todo momento el valor de k. permane­
ce fijo. Es a partir de tales operaciones que se va evi 
denciando para qué valores de k. tienen validez los pr� -
cedimientos mismos. 
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Aún óuandc en este capítulo estamos considerando un 

potencial real,.nuestra actitud es de considerar que la 

ecuaci6n(l-4)admite soluciones con k = s + i"'l. (bajo ci­

ertas condicionés el teorema 1, piesentado en las páginas 

siguientes, confirma esto). 

Así mismo, la posición en el plano complejo de ciertos 

autovalores k = k., en que su corresponaiente autofun-
IJ oo .. 2 cic5n fj cumple .oo l f j (�) 1 dx < oo , . está relacionada 

con el hecho de si el potencial Q es real o complejo. 

Resulta conveniente usar la siguiente notación: 

La 

denota la función propia del operador 

H correspondiente al valor propio k2

k
y

: m ------

. ..  ecuac1.on ( 1 - 3) la expresaremos en la forma 

reiterando nuestra exigencia que 

Q (x) 
1x,�oo 

o 

(1-Sa) 

(1-Sb) 

y nos referiremos a ella también como la .ECUACION DE 

SCHRODINGER ESTACIONARIA,·pues, salvo constantes, ella 

es la misma ecuaci6n dada en 1-2. 
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0 Si, como esperamos, para cada valor de_k E <t 

obtenemos su correspondiente función propia 

ky , con este conjunto de funciones { k Y} 
definimos la función y 

y: IR x <t ---+ «::- tal aue - y (x,k}= kY(x)

· 3.2 Las Funciones de Jost

( 1-5�) 

Nuestro objetivo es recuperar la función potencial en 

base a los datos asintóticos que se miden en la región 

IXI-- -- ; tal información debe estar contenida en la 

función de onda ky . que soluciona la ec. de Schrodinger. 

La ec. (l-5b) indica que ·el comportamiento_asintótico de k y

es de la forma 

ky (X) 1 X t
A exp (�ikx) + B exp(ikx) 

donde A y B son constantes a elegirse para adecuar ky al 

problema específico que se est� estudiando. 

Aquí haremos lo siguiente: 

Para un valor fijo de k buscarnos cuatro soluciones de 

la ec, (l�Sb) que tengan el siguiente comportamiento a­

$inté3tico: 
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ko/(x) exp (-ikx) k'f (x> exp(;i.kx) 
. X. ---+--: 00 X --+00 

k1(x) 
X ____. - oo 

exp(ikx) k'f(x) 
X -Od 

exp(-ikx) 

(1-6) 
k =  1i+i11_ 

Para dar un poco de generalidad al problema admitamos, 

por ahora,la posibilidad que "q pueda elegirse positivo, 

cero, o negativo en cada uno de los cuatro casos. 

Not;.ar que en ( 1-6) no se impone ninguna condición· al com

portamiento de las funciones k'-\' Y k 'f en la región X � - 00 

ni a_ k� y ;,+ en x 00 

Cuando usamos el símbolo k'f NO estamos denotando al 

conjugado complejo.de la función k� ni esta..nos ha-

ciendo alguna otra operación con ella. Es simplemente 

un símbolo para representar a una de las funciones cuyo 

comportamiento asintótico se indica en(i-6);posteriormen 
I 

te se verá cono estan relacionadas k'f' y k 'f (Ver comple-

mento B, expresión (30». El mismo comentario vale para 

las funciones kt Y k + 

En el complemento B mostramos que las soluciones a 

la ecuacii6n de Schrodinger estacionaria (Ec.1-Sb) , que 

tengan el comportamiento exigido en(l-6),deben satisfacer 
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las siguientes ecuaciones int�grales 

k't'(x) = exp(ikx)+ t 1 �(v)Senk(v-x)ko/ (v) dv

X 

k'f(x) exp{-ikx)+ 1 1 oo Q (v) Sen k (v-x) k�{v)= 

k 
X 

kf(x) = exp(�ikx) 1f - k -oo Q(v) Sen k (v-x) k+(v)

X 

1 � Q (v)

--

kt{x} exp(ikx} 1 Sen k {v-x) kf(v} = 

k 

¿Tienen solución? 

dv 

dv 

dv 

(1-7) 

En el Complemento B, sección 3 , mostramos las condicio­

nes bajo las cuales la ecuaci6n integral para k+ admite so­

lución: el análisis de este caso particular nos permite 

comprender el siguiente teorema (Ver Ref. 1, págs .105-106 .. 

Usareroos la notación especificada en 1-5 .) 

TEOREMA 1 

e.o 

Si f (1+1vl) la<v�dv , la ec. de Schrodinger (l�Sb) su-
· -""'° 

jeta a las condiciones (1-6} satisface lo siguiente:

0 
Tiene como soluciones, para cada valor fijo de k con 

Imk > O, a las funciones't' = 't' (x,k), <f = +cx,k) las cua 

les �atisfacen las correspondientes ecuaciones integr� 

les (1-7). 
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o Para cada valor fijo de x �IR· , · las funciones 'f , <f>,
�'t' dct . 

. . . . 

ax , é)x son continuas con r.especto a k en Imk � O y ana

líticas con respecto a k en Imk > O 

J
OQ 2 <>o/ <><f 

o Si además· (l+v ) la(v)I dv entonces <lk y �k ·
-� . 

son con tínuas en Imk � O y analíticas en Imk > O • 

Análogas propiedades cumplen las funcio.nes 'f, + en Imk < O • 

TEOREMA 2 

Las funciones 'f , 'f, cf, f son únicas, si se cumplen las 

condiciones exigidas en el Teorema 1 (ver demostraci6n en 

la secci6n 4 del Complemento B)

Las funciones a las que nos hacen referencia los Teore 

mas 1 y 2, reciben el nombre de FUNCIONES DE JOST. 

3.3 Otra Representaci6n Integral para las Funciones de Jost.­

La Funci6n K 

Resulta conveniente, (la expresi6n 1-10 lo justificará) 

plantear una segunda expresi6n integral para la funci6n :k't'

(y análogamente para +
k 

Sea 'f (x) = exp (ikx)
k 

, · ver 1-lla) 
00 +J K(x,y) exp(iky)dy 

X 

( 1-8) 

Al reemplazar esta expresi6n en (1-7) y luego de algunos 

procedimientos algebra.icos,. obtenemos que la función K de-
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be satisfacer 

K (x,y)= � r :(V) [1. +jv
y+ (v

���, u)du J dv 
J� 

2 

+ 

+ 1 
2 1

x+y
2 · J 

y+ (v-x) 
Q(v)K(v,u)du 

y-(v-x) 

para y � x 

(ver Complemento D, ecuación 9) 

(1-9) 

dv 

Esta expresión de apariencia complicada resulta, como 

veremos a continuaci6n, de gran utilidad. Evaluando(l-9) 

en y =  x obtenemos 

derivando 

K(x,x )= � / =Q(v)dv 

X 

Q (x) 
d 

= - 2 dx K( X , X) (1-10) 

Este resultado es muy significativo, pues relaciona: 

o el potencial Q de la ecuación de Schro­

dinger - o2 Y+ Q y= k2 y

con

k k k

o una de sus soluciones, la furici6n ko/
. .. 

00 

k'±'(x)= exp(ikx)+ J K(x,y)exp(iky)dy
. 

X 

. 
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lo que nos lleva a plantear el siguiente análisis preli­

minar. 

.. 

Q, Dado el potencial Q, procedemos a hallar las 

soluciones de la Ecuaci6n de Schrodinger, en 

particular la función k� : CASO DIRECTO 

0 11 Dada la solución k 'i' de la �cuación Je Schr� 

dinger" en la forma k'i'(x)=exp(:i.kx)+ J:cx,y)exp(iky)dy

el potencial correspondiente que di6 lugar a 

esta funci6n puede ser reconstruido tomando 

simplemente la d�rivada de la funci6n g¡donde 

g(x) =-2K(x,x): CASO INVERSO 

Comentario 

Hemos puesto.comillas a la expresión "Dada una solu-' 

ción k 'i' . . . " pues en realidad no conocemos, hasta el

momento·, dicha. funci6n k 'I' . Para que ella quede determi

nada d�bemos conocer K y a esta última sÓlo podriamos 

obtenerla resolviendo la ecuación i-9. Sin embargo, no­

temos que( 1...: 9) es una ecuación integral para K en la que 

interviene Q explícitamente. De manera que aún no esta­

mos ante la solución del problema inverso. 



-18-

Lo importante es que ya tenemos una relaci6n entre el p� 

tencial Q y la función K. Nuestros · • pasos -sigu-ie!!; 

tes deben dirigirse a buscar un camino, distinto al que 

plantea (1-9), que permita hallar la_funci6n K sin que in-

tervenga Q explícitamente . 

esta-idea). 

La Función K 

{En la sección 4.2 concretamos 

En forma similar � (1-8) se procede con k+

Planteando 

k+ (x) = exp(-ikx) +j� K (x,y) exp(-iky)dy

se obtiene 

 

( 1-11 a )

d

dx K_(x,x) 1 
= 2 Q (x) ( 1-1 lb )

3.4 Estados Ligados y Comportamiento Asintótico de las So­

. luciones 

La Ec. de Schrodinger estacionaria (1-Sb) nos indica que 

el comportamiento de las soluciones en la regi6n ¡x 1 ----. 00 

es de la forma 

k Y (x). Aexp ( ikx) + B exp (ik.x) , k E ce

donde A y B son constantes, 

(1-12) 

Consideremos el caso específico de la función de Jost k<P.

(k fijo) las condiciones indicadas en la hipótesis del Teo 
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rema 1 sabemos que dicha solución existe y es t'.inica. Su 

comportamiento en la región X - OQ. es 

kcp (x)
exp(-ikx) Imk � o (1-13) 

X_,.-� 

pero no conocemos su comportamiento específico en la re-

gi6n X ---� o<> , sin embargo ( 1-12) nos indica c6mo debe 

mas esperar que sea. En base a ella planteamos lo siguien 

te: 

k cp ( x) X--.,. oD 

a(k) exp(-ikx) + b(k)exp(ikx), (1-14)

kfijo, Imk);. o

Ahora, puesto que podemos elegir cada vez distintos va 

lores de k, con Imk � O, a cada k 't> le corresponde su va­

lor a(k). Construimos entonces la siguiente función: 

a : � ----� a 

A cada valor de k, con Imk � O, la función 

"a" le hace corresponder el valor a(k) da 

do en (1-14) 

En forma similar procedemos con b(k) 

(1-15) 

El estudio de las funciones "a" y "b", las cuales tie­

nen un rol importante en el M.I .. D., lo presentamos en el 

complemento C. A continuación una breve descripci6n de sus 
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propiedades. 

De.acuerdo a (C-10) tenernos 

la (k) / 2 = 1+lb (k) 1
2 , k real (1-16) 

Una forma general para expresar a(k) se da en (C-16) 

a (k) w (k<p 'k 'Y)

2ik , Irnk � O (1-17)* 

Cuando una soluci6n, no nula� de la ec. de Schrod�nger 1-Sb 

sea de cuadrado integrable diremos que ella describe un 
** estado ligado. O sea

ky describe un

estado ligado 

. o,O 

� O 1,kY(x)¡ 
2dx < ""'

-"-=' 

(1-18) 

En (C-13) se indica que .para valores de k = k.,cuya corres
J 

pendiente función k.+ describe un estado ligado,se cumple
J 

a(k.) = O. La posici6n, en el plano complejo, de los núme
J 

ros k. está relacionada con el potenc�al; en efecto, si
J 

en (1-Sb) la función·Q es real, puede demostrarse que ta-

les autovalores los encontraremos situados en el eje imagi 

nario (ver C-2 0). Así 

* W(f ,g) = fDg -. gD f , wronskiano de las funciones f y g.

** Puesto que.para tal caso, la probabilidad de encontrar 
la partícula en la región I xi----+ oo es prácticamente 
nula.· 
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cp describe un estado ligado.k. 

Q es una función real. · 
> 

rmkj > o

a(k.)= O
J 

real(k.)= O 
J 

(1--19)*

Dadas las propiedades de las funciones de Jost especificadas 

en el teorema 1, la expresión (1.:..17) nos indica que "a" es 

una función analítica en Imk > O y contínua en Imk �O. Aho­

ra, de las funciones analíticas no_nulas sabemos que ellas 

se anulan sólamente en puntos aislados del plano.complejo 

(ver Ref. 24 , pág. 230, teorema 16) .. Complementando esta 

información con el hecho qué a(k) 
lkl�� 

1,se concluye

en C-19. 

cretos k = 

a (k.) =
J 

que sólo hay un número finito N de valores dis-

k. en los cuales 
J 

o 
} j = 1,2, 

Imk. > o
J 

a (k.) 

. . . 

J 

N 

= o

(1-20) 

Para k = k., en ( 1-17) obtenemos_ W (k _<f, k .'Y ) = O y así
J J J 

las funciones 

k :P = b 
J j 

k.ct

k1 
J 

k'f son linealmente dependientes
J 

( 1-21) 

Entonces, la función k f · resulta ser también de cuadrado in
J 

tegrable. Introducimos la siguiente notación

* "en un problema de autovalores (de un operador lineal) e
quivalente a (1-Sb) con potencial complejb,- los valores kj 
no necesariamente s·e encontrarán en el eje imaginario" 
(Ref. 2 Pág 53). 
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(1-22) 

De acuerdo a (C-21) tenernos que 

k .'t' y k.
J J son funciones· reales ' (1-23) 

j = 1,2, ... , N 

4. ECUACION DE MARCHENKO

4.1 Interpretaci6n del Fenómeno de Dispersión Mediante las 

Funciones de Jost 

Tal corno se indica en (1-2), para la ecuaci6n de Schro-

i<x,t) = f(x)exp(-iwt), w = E/� 

La función f debe ser soluci6n de la ecuaci6n estacionaria 

(1-Sb); consideremos el caso en que f. = k c:p

'f<x,t) = k t (x) exp(-iwt) 

Teniendo en cuenta (1-13) y (1-14) r�sulta que: 

'f<x,t) exp [-i (kx + wt)J 

a (k) exp (-i (kx + wt)] + 

+ b (k) exp� (kx - wt}) 

(1-24)

(1-25) 

(1-26) 

 

dinger(l-1) estarnos considerando soluciones de la forma 
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Estas expresiones son válidas para Imk .� O 

Para valores de k real positivo la expresi6n (1-25) des 

cribe una onda desolazándose h�cia la izquierda y (1-26)des 

cribe una onda avanzancb. hacia la izquierda y otra, en gene­

ral· de diferente amplitud, desplazándose hacia la derecha. 

Esto sugiere usar la furici6n 1, que se da en (1-24), para 

describir el fen6meno de dispersión esquematizado en la 

fig. 3

exp [-i ( kx + wt)] 
� 

onda transmitida 

a (k) exp [-i (kx + wt)j 

· onda incidente

b(k) exp�(kx - wt1 
� 

onda reflejada 

( región x � -:oo) · ( región x --- o0) 

Fig. 3 Ondas incidentes en interacci6n con el potencial Q� 

Esto da lugar a ondas reflejada y transm�.ti'da (esta­

mos considerando k real y positiva) 

En adelante.prescindimos del término exp(-iwt), su pre 

sencia en las soluciones de (1-1) queda sobreentendida y 

trabajaremos s6lo con las soluciones de la ec. estacionaria 

(1-Sb). Así, por ejemplo, en vez de referirnos a la funci6n 

f , dada en 1-24, diremos simplemente que la funci6n de Jost 

cp describe .el fenómeno de dispersión esquematizado en la
k 
Fig. 3. 
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4. 2 La Ecuaci.ón de Marchenko y los Parárnetros de Dispersión.

Contarnos ahora con las herramientas adecuadas para con 

cretizar la ideá esbozada en el primer p&rrafo de la pág. 

l8 . La ecuación que desearnos construir para la función K, 

en la que no intervenga el potencial Q explícitamente, tie 

ne corno punto de partida el fenómeno de dispersión esquema 

tizado en la Fig. 3 e interpretado matemáticamente por 

función de Jost k 1' .

Definamos las funciones T y R

la 

T (k) a(k) , · R (k) = 
b(k) 
a(k) 

• , Irnk � O (1-27) 

.donde a(k) y b(k) son los valores que.aparecen en (1-26). 

Utilicemos ahora el resultado (B-35); a partir de �l con­

cluiremos que, para un va�or fijo de k real no nulo, kf

y k'f forman una base del espacio de las funciones que son

solución de la ec. 1-Sb. Siendo k <f elemento de este espa­

cio, puede ser expresada corno una combinación lineal de a­

quellas 

\j X E .IR 
k real ( 1-28) 

Teniendo en cuenta el comportamiento de 
k

'f y k 't' en 
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x --- c,Q, , indicado por (1-6), en (1-28) se cumple· · 

k'f(�}�a(k)exp(-ikx)+ b(k) exp(ikx), 'resultado que con­

cuerda con (1-26). 

Dividiendo (1-28) entre a(k), (la expresi6n 1-16 nos indica 

que a (k) /:. O I V k real) , obtenemos 

T(k)k c:p (x) = k 't (x) + R(k)k't' (x)

T(k)exp(-ikx) 
<v-

enda transmitida 

Q 

) 
k real 

exp (-ikx) 
� . 

(1-2S)) 

onda incidente 

R(k) exp ( ikx) 
� 

onda reflejada ------

Fig. 4. Fenómeno de dispersi6n descrito por 1-29. 

Para este caso, k real positivo� T(k) y R(k) pueden· 

interpretarse como coeficientes de transmisión y re 
flexión respectivamente. 

Empleando la notaci6n (1-Sc) y el resultado B-30, el cual 

indica 't' ( x, k) = 'f* ( x, k) cuando k es real, en 1-29 tenemos 

* 
T(k) cp (x,k)='f (x,k)+ R(k) 'f (x,k), k real ( 1-30) 

A fin de hacer intervenir las funciones K y K , en ( 1-30). 

reordenamos los sumandos 

[T(k)- 119'(x,k)=[f<x,k)-exp(ikx)] *+ R(k)['Y (x,k)-exp(ikxij + 

+R (�) exp ( ikx) - [ q, ( x, k) -exp (-ikx)) 



-26-

reemplazando aquí (1-8) y(l-lla), se obtiene una expresi6n en 

la que cada sumando será considerado corno funci6n de la va-

rj.abl_e k _ real, procediéndose a evaluar su corre spondiente 

trans f ormada de Fourier .• Todo este procedimiento lo pre­

sentarnos en el complemento D. El resultado, indicado en 

( D- 17 ) , e s· el siguiente 
,,... 00 

1 .) [T(k)-1] <f>( x,k)exp(iky) dk = V2'f{K ( x,y) +
,[2Tr 

. . ( 1-31) *

- :rlF' (R)}(x+y) +!

X
; ( x, s) f f'(R)} (y+s) ds .•. para y >; X 

donde 

la integral que aparece en e1 primer miembro de la igualdad 

(1-31) se evalda a lo largo del eje k real , y para ca lcular­

la apl icaremos la u sual téc nica de trabajar en el plano com­

plejo. Partirnos de lo s igui ente: 

/J� [[ T (k) -11 'P (x,k) exp (iyk) dk } = 

a, ec, 

= . j [ T ( k) -11 <? ( x, k) exp ( i y k) dk +
- 00 

+ \i!:!..-f_ T (k) -1 9> (x,k) exp (iyk) dk
, e,__

(1-32) 

* El símbolo {ff(R�(x + y) deoota: la trans fornada de Fourier de la 
funci6n R, evaluada en - (x+y) • En este caso R es la funci6n a la que se
refiere (1-27), pero con el dominio restringido a k real. Aquí usanos
{lr'(R�(y) = Í! (k)exp(iJk) dk. (Ot ros autores prefieren partir de la de­
finición {IF(R)}(y) = L,, R{k) exp·(-iyk) dk. N6tese el si gno - ) •
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·donde rR_.es una curva cerrada, según se indica en la.fig.5

(CR es una semicricunferencia de radio R).

. 1 . 
Como T (k) = __,..,.......,.... y II a II es una a(k) 
funci6n analítica en Imk > O 

que se anula en un número firti 

to N de puntos k = k. situados 
J 

a lo largo del eje imaginario, 
1(,-

1(,1. 

K, 
res u1 ta que "T II tiene N polos.· ........... -+------+�--��----'--. 

-R

Fig. 5

T (k) 
k. k J 

j = 1,2 •.. N (1-33) 
J 

La evaluación de las integrales que aparecen en (1-3J..) se 

vuelve, entonces, un poco laboriosa. El procedimiento lo 

presentamos en el complemento D. El resultado en (D-38)es 

el siguiente 

-1-1 [T(k)-1] 1' (x,kfexp{iyk) dk =
v2 rr'

- � -V2Tr1: {x,s)f [ d ..
X j=l J

. N 

exp ( ik. (y+s)J}
J. 

' - v'21Y'L d. exp [ ik. (x+y)]
j=*>l J J 

ds + 
(1-34) 

donde las constantes d. son las definidas en (1-22), aunque 
J 

( C-25 ) nos indica otra manera de calcularlas 



-28-

k j = i 'r\j , 11 j > o

j = 1,2, ••• , N.

Reemplazando (1-34) en (1-31) obtenernos 

[ E d. exp ( ik. (x+y)] + -1- . {f' (R)}
j=l J J v"i"rr 

(1-35)* 

c,o 
. 

+ J K ( x, s) {. f d/>xp [ ik _ (y+s) l + 2- {f'(R)} (y!-5)1 ds + K (x,Y)= O
. J=l J hrr' J 

. x 
-· .

para . . . v 
 
> x 

Para simplificar, definirnos J)_ : IR -- <I:

N 

. n (u)=¿ d. exp (ik. u)+ lnf_:(k) ex
_ 
p (iul() dk 

j=l J J -

con ella la· expresi6n anterior torna la forma : 

fl (x+y)+ K(x,y)+ ¡;(x,s) .íl (y+s)ds = O

. para Y> x 

(1-36) 

( 1-3 7) 

Esta ecuaci6n recibe el nombre de Ecuación de Marchenko 

N6tese que para un problema dado, corno el que se esqu� 

matiza en la fig. 4, en que no conocernos el potencial Q,to 

do lo que necesitarnos para construir la ec. de Marchenko es 

determinar el coeficiente de reflexi6n R(k) correspondiente 

* El símbolo prima en el denominador indica derivada.
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a cada energ!a k2 
> O de la onda incidente, así corno las e 

nergías k2. = (in.)2
< O correspondientes a los estados li 

J IJ ' 

gados y las constantes de norrnalizaci6n d. (según se indi 
J 

ca en 1-36). 

j = 1,2,� .. N 

Estas cantidades R(k) , k E- m; n.; d.,
lJ J 

son denominadas parámetros de dispersi6n.

Al determinar la funci6n K que soluciona (1-37), podernos 

determinar el potencial Q que di6 lugar a tales parámetros 

de dispersión� Q(x) :;:: �2 d
dx: K(x,x), tal corno lo indica

(1-10). Tenemos, de este modo, un mecanismo de.reconstruir 

el potencial Q a partir de sus parámetros de dispersi6n. 

Las ideas vertidas en el presente capítulo pueden es­

quematizarse en la ·forma siguiente 

PROBLEMA DIRECTO 

Q 

función potencial 
conocida 

PROBLEMA INVERSO 

Q 

'" 
-2 d� K(x,x)

Ecuac.i6n de 
Schrodinger 

parámetros de 
dispersi6n 

parámetros de 
dispersi6n conocidos 

Ec. de 
Marchenko 

� fúnci6n / 
K 



CAPITULO 2 

PROBLEMAS NO.;,.LINEALES Y EL t-1ETODO INVERSO A LA DISPERSION 
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l. INTRODUCCION

Es por nosotros conocido que los métodos de la física teo 

rica h an estado dominados por : 

Ecuaciones lineales (Maxwell, Schrodinger) 

Objetos matemáticos lineales (espacios vectoriales) 

Métodos lineales (transformadas de Fourier, teoría de 

perturbaciones lineales) 

Podríamos afirmar que, a veces , la interpretación 

de un fenómeno físico nos conduce a una ecuación diferen­

cial no lineal, que al anular en ella la correspondien 

te parte no lineal, la ecuación diferencial lineal resul­

tante nos describe satisfactoriamente, aunque en forma a 

proximada, el comportamiento del sistema físico en estu -

dio. Aún más, en el caso que este procedimiento no fuera 

del todo aceptable, se procede a utilizar el método de peE_ 

turbación, el cual consiste en construir soluciones del 

problema no lineal en base a las soluciones del correspo� 

diente problema lineal. 

Sin embargo, en varias rainas de la física se han encon-
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trado fen6menos que estan gobernados.por ecuaciones diferen 

ciales parciales no lineales cuya totalidad de propiedades 

no pueden lograr ser descritas por los mAtodos mencionados 

anteriormente. 

�l desarrollo alcanzado en la soluci6n de problemas no 

lineales es reciente, y 

X 

J 
· ' X 

r� � ---:-- >

X 

Fig. 1 Comportalt'.iento posible ·en 
una interacción entre ondas no­

·lineales 

quizás el ·· descubrimien 

to más significativo sea 

el referente a la inter 

acci6n de ondas ¡.expliqu� 

mos �sto. En los casos 

conocidos sucedía que 

cuando dos ondas no li­

neales (las llamamos así 

porque su comportamiento 

está gobernado por una ecuación diferencial no lineal) in­

teractuaban, ambas perdían su identidad luego de la interac 

ción; y se pensó que siempre sucedería lo mismo. Estudios 

hechos en· computadora descartaron esta idea; en un trabajo 

publicado en 1965 (ver ref� 6 ) ·Sabusky y Kruskal dan refe 

rencia de que ondas cuyo comportamiento está gobernado por 

la ecuación no lineal ut- 6uu
x 

+ u
xxx 

= O recuperan el mis-

mo perfil que presentan previa a la interacci6n, en virtud 

de tal característica a estas ondas las ba1,1tizan con el nom 

Conocida con el nombre de ec. de KdV 
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bre de SOLITONES. 

P·recisamente, es con el advenimien·to de la computadora 

que Íos problemas no lineales empj_ezan a: ser aborda-­

dos. Varias de las ecuaciones diferenciales no lineales 

actualmente en estudió fueron planteadas hace·varios a­

ños; pero la gran dificultad en su tratamiento analítico 

impidió un.mayor avance. Podemos palpar en este hecho có­

mo el desarrollo de la física tiene un limitante en el len 

guaje matemático del que dispone para formular sus modelos. 

El estudio de fen6rnenos nuevos en física da muchas veces 

un gran impulso al desarrollo de la matemática, :en el pre 

se;1te caso, por ejemplo, las.· soluciones numéricas de ecua 

ciones no lineales obtenida� con la ayuda de las computa­

doras han permitido 'descubrir métodos analíticos. Uno de 

ellos, el cual utiliza el M.I.D. (estudiado en el capítu-

lo 1), ha sido aplicado con éxito en varios casos impar -

tantes; su estudio es urio de los objetivos del presente -

trabajo. 

La importancia de tal método radica en que permite so-

lucionar exactamente problemas no lineales, sujetos a una 

condici6n inicial, usando métodos lineales. La mayoría de 

las veces ofrece solitones corno soluci6n (en el Capítulo 3 

nos referiremos al por qué son importantes los solitones). 

Sin embargo el mecanismo de aplicaci6n presenta variantes 

de una ecuaci6n a otra, en este sentido debernos decir que 
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el M.I.D. ·no es una "f6rmula" general para resolver proble 

mas no lineales; cuando tenemos una ecuaci6n no lineal por 

resolver hay en realidad dos problemas por delante: 

Primero: Insertarlo en el esquema del �.I.D. 

(Esto se traduce, como veremos luego1 en asociarle 

una adecuada familia de operadores lineales; ¿C6-

mo son dichos operadores?,es algo gue no siempre 

resulfa del todo transp�rente). 

Segundo: La aplicaci6n en s! del M.I.D. 

(de la que esperamos .obtener solitones como solu­

ción) 

En el presente capítulo abordaremos sólamente el prime 
llli>>-

ro de los problemas que acabamos de mencionar. Desarrolla 

�"' 

mos el estudio de un esquema -general que nos ha de permi-

 encarar un problema no lineal desde el punto de vista 

del M.I.D. Tales ideas las concretizamos luego en tres ca 

sos específicos: ec. de Korteweg-de Vries, ·ec. Madi ficada 

de Korteweg-de Vries, ec. de Schrodinger no lineal. 

El segundo problema es más específico y presenta varian 

tes en cada ecuaci6n no lineal. Será en el capítulo 4 ,al 

resolver analíticamente la ec. de Korteweg-de Vries, que 

tendremos la oportunidad de ver como es que funciona el M. 

I .O. 
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2. EL M.I.D. COMO METODO. DE SOLUC!ON
DE PROBLEMAS NO LINEALES

2 .1 Problema no· lineal a resolver.-

Se desea solucionar la ecuaci6n diferencial de la forma 

ut = F(u,u ,u ,u xx'" •. ) ;
X XX X 

sujeta a la condici6n inicial 

u(x,0) = u (x)
o 

donde 
O 

u es una funci6n dada , 
0 

u :tR ----it- <I: 

( 2 -1)

Por ejemplo, si F(u,ux,uxx'uxxx···>:::: 6uux-uxxx·la expresi6n

( 2-1) indica que vamos a resolver la ecuación de Korteweg-de �=:. 

Vries· con la cual trabajaron Zabusky.y.Kruskal; en caso 

F(u,u ,u. , 
X XX 

Sch;rodinger 

... ) = iu + 2ilur u 
XX 

no lineal u + 2 !�2

XX 

2. 2 Generaliza�idn del M.I.D. 

se tiene la ecuaci6n de 

u+ iut = O.

Hasta el momento el M.I.b. lo hemos circunscrito al opera­

dor lineal de Schrodi�ger. En efecto, dada una función pd 

tencial Q definíamos el operador H = - D2 + 6, y el proble 

ma directo consistía en resolver un problema de valore s pr� 

pios de H, ello nos conducía a obtener los parámetros de 

dispersión: Q H 
{ R(k), kj , dj} , el problema in

verso consistía en r�cobrar el potencial Q a partir del co­

nocimiento de los parámetros de dispersi6n haciendo uso pa-
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ra ello de la ecuación de Marchenko: . 

Q ec. de Marchenko {R (k) ' kj' dj }

Sin embargo, esto podr.ía hacerse extensivo, en princi­

pio, a cualquier operador lineal L (L actúa sobre un esp�. 

cio de funciones cuyas características deben ser especifi 

cadas en cada caso particular). Habland6 con un poco de 

generalidad, cabe plantear lo siguiente: 

0 
Que el PROBLEMA DIRECTO consista en resolver la 

ecuación de valbres propios del·operador L� a 

partir del cual se obtendrían ciertos parárne -

tros de dispersión, que los indicaremos con el 

símbolo e 

o 

u ------------- e (2-2a) 

Para el PROBLEMA INVERSO se debe construir una 

ecuaci6n, similar ·a la ec. de Marchenko, que 

permita récobrar la funci6n "potencial" u a 

partir de los parárnetr�s de dispersi6n. 

u ------------ e (2-2b) 
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2. 3 Insertamos el probleroa: no-lineal ( 2-1) en el esquema del

M.I.D., indicado en (2-2a) y {2-2b)

Esto lo llevamos a cabo a través de los siguientes tres p� 

sos: 

a} Interpretaremos la soluci6n buscada u, que es una fun­

ci6n de dos variables, como una familia monoparamétrica de 

funciones u de una variable. 
1: 

u: función de . 2 variables => 

----- � 

{ "'u } familia rronopararnétrica

u: .IR ----4 a: 
,: 

u: JR2 

(x, t} --... u(x,t} X u(x)=u(x,1:') 
't' 

z 

� = { ( X, t, 2 ) E: JR
3 

/ Z = u( X, t)}

f ig- 2 

T 

La intersección de la
superficie$ por el 
plano t = -r: 1 n o s da 

la gráfic� de la fun 
ción u. 

't'l. 
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z 

-�

... 

' 

.X fi g-3 X 

h) Buscamos soluciones"tomando fotografías"

Básicamente el problema 2-1 consiste en averiguar c6mo es 

el perfil de la soluci6n en cualquier instante t = 't', 

se conoce el que tiene en el instante t = O 

t =0 t = 't 

si 

.IR 

f i g-l. 

u= ? 
't 

IR 

c) Hablando con cierta_ generalidad consideramos ahora que

a cada funci6n u le hemos asociado cierto operador lineal,: 
_L (-r) -N, y con ellos formamos una familia monoparamétrica .

l = { L ('t') , � E 1R } •

* La relaci6n entre L (T) y el problema 2-1 se podrá apre,.

ciar en la figura s.
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Asumimos que el M.I.D. correspondiente a[, está resuelto 

en el sentido indicado en 2-2a y 2-2b, es decir podemos oh 

tener u a partir de C(�) y viceversa. 
t: 

u 
't' 

problema directo 

problema inverso 

ce t') 
' 

para cada 't' � IR 

2.4 Procedimiento para solucionar 

el problema no-lineal 2-1 

( 2-3 ) 

Como deseamos hallar u a partir de 0u ,  lo expresado en 

(2-3) sugiere plantear el siguiente esquema 

u 
o 

u 

't 

L (ó) 
C(o) 

l 
c < -t) 

el cual permite visualizar el siguiente procedimiento 

(y. 

(y. 

G). 

Conocida la funci6n u, se procede ao 
determinar los parámetros de disper·-

si6n C(o) 

Averiguar cómo obtener C('t') a partir 

de C(o) 

Aplicando el método inverso, obtener 

�u a partir de los parámetros de dis

persión c (t')

( 2--4) 
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L {o) e (o) u 

problema directo 
(!) Evolución de los b 

parámetros de 
dispersión 

u e<,:> 
problema inverso 

Fig. 5 Procedimiento sugerido en (2-4) para resolver 
el problema no lineal (2-1) 

2.5 Lo que necesitarnos para. llevar a cabo el planteamien­
to ( 2-4) 

El esquema de la figura 5 nos plantea tres tareas: 

0 
Asociar una familia de opeiadores lineales {L(�)}ª la e­

cuación 2-1 

0 
Resolver el problema inverso (en el sentido indicado en 

2-2a y 2-2b)

0 
Determinar corno evolucionan los parámetros de dispersión

La primera de ellas podemos abordarla con cierta generali­

dad y es lo que n6s proponernos hacer en las secciones si­

guientes� Las otras dos son más específicas y exigen cono 

cer explícitamente la f arnilia l L ('t)}; será en el Capítulo . 4 ,

al resolver la ecuación de KdV,que podremos apreciar con de 

talle en qu� consisten. 
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3. COMO ASOCIAR A LA ECUACION NO LINEAL ( 2-1)

UNA FAMILIA DE OPERADORES LINEALES

3.1 Criterio a seguir 

La idea es tomada del trabajo de Gardner, Greene, Kruskal 

y Miura 1967 (ver Ref. 7) quienes aplicaron por primera 

vez el M.I.D. para resolver un problema no lineal. Consi­

derando la familia monoparam�trica de operadores 

(. = { L ('t') = -o
2 + �u 't' G ]R} ( 2-5) 

donde ,:u es. una funci6n real �u : lR --.IR

ellos encuentran que si la funci6n u: m.
2
----+ 1R , con 

u(xj�) = �u(x), satisface.la ecuaci6n: 

u - 6uu + u = O
t X XXX 

entonces cada uno de los operadores L(�) tienen los mismos.

valores propios. 

Este interesante resultado lo· hacemos extensivo al caso ge­

neral 

Queremos establecer un mecanismo que nos indique cono cons 

tr.uir una Íamilia de operadores lineales { L ('t') , ,:: e lR }

tal que los valores propios séan invariantes con respec 

to al parámetro ,: • ( 2-6) 
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Es decir, en la ecuaci6n L (t) Y (�)
= X Y(�) suceda que al va

riar 't' cambie tanto el operador como la funci6n propia,mas 

no el valor propio. 

En el contexto de los problemas no lineales de la forrna(2-1) 

y teniendo en cuenta la interpretaci6n de la soluci6n 

u: m
2 --- a: como una familia rnonopararnétrica de funcio-

nes u: .IR 
't' 

dos casos: 

-- cc· con u(x,-r) = -tu(x), se pueden presentar

i) Dada una ecuaci6n no lineal u
t 

= F(u,u ,u , ••. )
X XX 

¿C6rno determinar (c6mo construir) su correspondiente 

. f arnilia de operadores lineales f.= { L (t) , 1: .e .lR } 

en la que los valores propios sean invariantes con 

respecto al parámetro 't' ? , 6 

ii) Dada una familia de operadores lineales (, = { L (ir), 't'ElR}'

¿Qué·ecuaci6n del tipo u�= F(u,ux,uxx' .... ) debe sa

tisfacer la funci6n u para que los valores propios 

de los elementos de L sean invariantes con respecto 

a ,:: ? (2-7)

Aqu1 el parámetro 't .hace referencia a la funci6n � u que a-

parece explíci tarnente en la definici6n de L ('1:) ( la expre -

si6n 2-5 nos dá un ejemplo de esto) 



-43-

3.2 ¿Qué es una familia de operadores equivalentes? 

El criterio expuesto en 2-6 exige desarrollar el conce2 

to de operadores equivale�tes. 

Sea L una familia monoparam�trica 

l
operador lineal , ,: E IR } 

(por ahora es suficiente considerar que el conjunto � 

de funciones, tiene una estructura de espacio vectorial). 

Definici6n: 

( es una familia de operadores equivalentes 

H 

existe 

tal que 

donde 

{ U ('&") : � ..,.._ --� � , operador lineal

inversib le } 

u(o) = J: (operador identidad) 

( 2-8) 

Denotemos con Y (o,"<) la función propia del .operador L
(oJ

correspondiente al valor propio�. Aplicando la def. (2-8)

resulta·! 

L Y =�Y � 
(o) (o,O() (0,01,) --r L ( 1: ) f ( 't ) y ( o , o())

= 
o( �\1; ) y ( o , e<) ) 

(2-9) 
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Este resultado indica que, independiente del valor que tome 

�, la función U(T)Y(o,«) es función propia de L(�) y el va­

lor propio es el mismo número O< ; esta propiedad es la re­

querida en 2-6. 

Así, dado el problema planteado en (2-1), nuestra tarea 

consiste en averiguar corno construir la familia de ope­

radores equivalentes que hag�. posible llevar a cabo el 

esquema de la fig. 5. (2-10) 

Previamente, complementemos el resultado (2-9). Aplicando 

la def inici6n ( 2-8) obtenemos : 

Los resultados (2-9) y (2-11) pueden resumirse en el siguien 

te diagrama 

ti) 

o 
·r-i
o.
o
1-l
O!

ti) 

(]) 
1-l 
o 
r-1 
m 
:> 

} 

y 
( o , o() U ('t') Y (o,<><) 

-1 u
(
'"'

) y( 
ª
) y Q 

__ -.. ____ -t_·.._I �---'-- -1
( 't° I I' ) 

"'�-:��----//// 
funciones propias funciones propias 

de L
(o) de L(�)

Fig. 6 Forma en que evolucionan las funciones propias con 

respecto al parám,etro �-
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Forma de identificar los _operadores eq�iyale}lte�. -

Alternativamente a la de:f. (2-8) y a la forma de pr� 

sentar, en la Fig. 6, c6mo evolucionan las funciones 

.propias, haremos uso de los siguientes resultados: 

{L (�) } es una familia de
operadores equivalentes 

Existe úna:damitia'Oe opera­
dores {A(�)}con la cual 
se satisface: 

.. 

Las funciones propias Y evolucionan de acuerdo a 
(� ,0<) 

la ecuaci6n: 

1�1 o(), =A(-r) y(-r,<><) 
( 2- 13) 

(la demostraci6n de(2-12)y(2-13) se da al final del capí 

tulo, Ver Anexo 1 ) 

3. 3· Esquema para asociar una farrilia de operacfores equiva­

lentes. a una ecuaci6n no-lineal 

Tal como se mencioná. en(2-. 7) pueden presentarse 2 casos: 

3.3-1) Se tiene la ecuaci6n no lineal ut = F(u,ux,uxx·�·),

2 
u: IR <t; y deseamos 

. 
.. 

asociarle una familia de 

* .. [L,A) = LA - AL y, en· L ('t) , el punto ind.ica deri vaci6n
con respecto a 't' . 



operadores equivalentes. 

te esquema: 

u: m.
2

a: 

-46-

Lo intentaremos bajo el siguien-

familia monoparamétrica --­
de funcion·es 

{ 'tu :iR-+ «: / 
-r 

u ( x) =u ( x, t' ) . }

a cada u le asocia­
't 

mos un oper�dor lineal 

L
(
'r)= �Pj (tu)fiJ.

J 

familia 
monoparamétrica 
operadores 

dond� {
L (�)} 

.o.. : E� e es un operador lineal a ser- determinado 
'J 

p. ( 'tu) : é � �,opera do r l in e a fi en cuya def inici6n aparece 
J 

�u explícitamente (en particular puede presentar la forma

de un polinomio). 

La idea, sugerida por Lax (Ref. 8), es el elegir los pj ,.

nj de tal manera que para alguna familia de operadores 

{ A(,r)}se cumpla L
( 't')+ [L(,:} ,A (1:>]= ut-F(u, ux, uxx'···>

Si esto f4era posible, se cumpliría que 



u satisface la ec.

ut= F(u,u ,u , •• ;)
· X XX 

· 

.-47-

y, de acuerdo a (2-12), {L (�}} será una familia de operado­

res equivalentes. 

3.3-2)- En este caso se tiene una familia de operadores 

L(�}' en la que el subíndice� hace referencia a que en

la definici6n aparece la funci6n �u::JR--� a explícitarnen 

te, y querernos averiguar: que ecuaci6n debe satisfacer 
2 u: IR � <t (siendo u(x,t'} = 't'u(x}) para que {L<i->} sea

una familia de operadores equivalentes. 

El procedimiento a seguir es buscar una familia de opera­

dores {Ac,,n} , de tal manera que la ec. L(t)+[L(-r)A(�J= o 

adopte la forma de una ec. para u. 

A las familias de operadores {L(1:)},{A (
't'}

} se las iden 

tif ica con el nombre de "par de Lax" .. 
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4 • APLICACIONES 

4 .1 El Operador de Schrodinger y la Ecuaci6n de KdV*. 

El ejemplo que vamos a mostrar aquí, corresponde al ca 

so que hemos mencionado en la secci6n 3.3-2

Sea { tu: 1R --- lR,

·de funciones

't' e IR } una familia monoparamétrica 

En base a ella definimos una famil·ia de operadores lineales

}
(2-14) 

donde 

g = {. f :IR--<t funci6n. contínua, Df cont.ínua } el cual , 

con las operaciones usuales de suma de funciones y produc­

to con un escalar, forma una estructuFa de espacio vecto­

rial. 

"u" es un operador multiplicativo: 
't: 

/'.. 

1:'u(f) = -z:u.f

Consideremos ahora la función 2 u: JR __ _,,_[R /_ 

u(x,,: ) = 'tu(x) (2-15) 

* En el Cap. 3 se detallan aspectos del rol desempeñado

por la ec. de KqV, ux-6uux+ uxxx= O, en el desarrollo de

la física no lineal.



· -49-

Pregunta 

2 ¿Qué ecuación debe satisfacer la funci6n uiJR .--+tR [:

para que � sea una familia de operadores equivalen 

tes? 

Para responder esta pregunta nos guiaremos del resultado 

(2-12). 

. 
A partir de (2-14) y ( 2-15) se obtiene F"\-c/ (x) = 

u/ x,'t). f(x} O sea 
• (2-16)* 
H,t/· = -r( ut}. f

A fin de simplifica:t' la notaci6n, en adelante.escribiremos 

(2-17) 

pero queda sobreentendido que en (2-16) est� lo que se de­

sea indicar. En (2-17) ut debe ser considerado como un o­

.perador multiplicativo. Luego 

(2-18) 

Ahora, debemos enco�trar una familia de operadores. A
('t)

con la cual al corchete que aparece en el segundo miembro 

de (2-18) se convierta en un operador multiplicativo, don 

de intervengan las derivadas parciales de u. 

* Como es usual, para u: . iR.2 --� IR definida en (2-15), ut

den ota la f u n e i o" n derivada parcial de u con respecto 

a· la segunda variable .·Además 

't'{ut
) :1R.----+.IR. , -r(ut )tx >. = ut(x,1:')
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o 
Ensayemos con A(�)= aD ·'+1:'e IR (a c'te.); al reem

plazar en (2-18) obtenemos 

Exigiendo que u sea solución de la ecuaci6n 

.ut -aux = O

en(2�19)tendremos 

H('t) + [H(�) ,ao ] = O

(2-19) 

(2-20) 

y así � , dado en (2-14), es una familia de operadores e­

quivalentes. 

o La elección hecha para u, a través de (2-20), no es

·la única posible. En efecto, consideremos ahora

A(�) = a(D3 
+ bD + Db) (2-21) 

donde b - b(x,t) es una funci6n por elegir y a es una cons 

tante 

u -
t 

-a (u + 2bu + b )
XXX X XXX 

A fin de convertir el segundo mierobro de esta igualdad en 

un operador multiplicativo, elegirnos 



3 b =-·¡u

con lo cual 
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a ut - -4 (u - 6uu )
XXX X 

Eligiendo a = - 4 resulta 

Luego 

. 2 S1. u: m. --�> lR satisface la ec. de KdV: .ut -Gu ux+ ux X X= O

entonces 

0 { H('t) = - o2 + -tu , ��m. } es una familia de operadores
equivalentes 

donde ,:-U(X) = U(X, 't' ) 

• 

0 
Las funciones propias satisfacen Y('t,°' )=A(t)y(-t:,e>C)

3 donde A
(�) = - 4D + 3uD + 3 Du (2-22) 



* 
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4. 2 Ecuaci6n -modificada de KdV

Se desea asociar una familia de operadores equiva 

lentes a ecuaci6n no-lineal 

Ec. MKdV (2-23)* 

Puesto que el operador de Schro'dinger H ('t) = -D 2 + -ru e�

tá asociado a la ecuaci6n de KdV ut -6uux + u 
XXX

= o ,

cabe pensar que,introduciendo una modificación en H(�) 

podamos encontrar. el operador a ser asociado a la ecua­

ci6n MKdV. Esta idea adquiere mayor claridad si prese� 

tamos la ecuaci6n de Schrodinger en 2 componentes. 

En efecto, notemos que.la ec. de Schrodinger 

, H =- D2 + Q 

con el carobio de variable 

f = iky � DY , g = - ,y

se convierte en una ecuación de.valores propios para H 

' 11-I = 
-1

o
o 
l D + [º Ql1 -1 o 

La forma que ha adoptado. IH sugiere que la ec. MKdv 

sea asociada a una familia de operadores del tipo: 

La forma como se ha planteado el problema corresponde 
al caso que hemos menciona�o· en la sección 3. 3-::,..· 



L ( 't') 
.,; ID' .ID + lIJ

donde 
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t 

(2-24) 

D= · D - 't" ·(i º). ( o u)·/ 
O · . l · ' llJ - �u o . 

J.� , j3 
2.

· : constantes a ser determinadas

u(x)= u�x,1:) 
't 

Ahora · tenemos que construir una familia 

la que se verifique L('t') + [L
('l")' A(1:)J� O

Ensayemos con Pi. = a 103 + JP ID + 1R 

, a= cte 

(2-25) 

p.=p.(x, t ) , r
J. 

= r.(x,t ); j = 1,2,3,4 funciones a·
J J . J 

determinar 

�Qn (2-24) y (2-25) obtenernos 

L(,:)· + [Lr't}'A('r)J= 11\ + [lBJD +lU talD3 +1PJD +aj

={ [IB ,lP J - 3a U)x }lD2 
+

{� ,lRJ +[ l!J ,WJ + lB P,c - 3a l!Jxx} ID +

. ( UJ t + [ 10 '1R J + lB lRX - ª UJ xxx -ll/lUx}

(2-26) 
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{ L (-r)} verificará la ecuación de operadores equivaleE_

tes si las cantidades· entre llaves se anulan. Es esto 

entonces·10 que exigiremos 

iIJt · + [ ru , JR J + IB'1Rx - a JUxxx - 1P � = O implica 

fl1 ( r 1) x + ft 2 ( r 4) x = O 

P2 (ri x
- l�rl)x 

• 2 -(r3-r2) u = O

u t 

Al igualar a cero las cantidades [1B.,1P] - 3a lUx ,

[!6 ,JR] + {iLJ , jp J + JBlPx -:- 3a IDxx se obtienen relaciones 

las cuales se combinan con el único fin que (i) tome la 

forma de la ec. MKdV (las operaciones las mostramos al 

final del capítulo 

resulta ser 

Ver A.nexo 2 ) ., La elección adecuada 

+ 6u 2 ·f, - p - 1· 3uxx 
. a= -4 P1 = 

P4 
= '1-- 2--, r2

= -r = , 3 

y·así en (2-24) y ( 2-2 5) tenemos : 

=(-: 
o\

t 
2 ·=(-6uux 

\ 
6u 6 u � 3uxx'lB 1 , ]P 

± 
6:2 1 / 6u. \-3uxx -6uu 

X 
x; 
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ecuaci6n 
-

6u 2
ux o:·si ú. - satisface .la ut+ + u = 

I 
XXX 

se cumple: 

{Lc�J (
º 

�
ú

)
= lBID + 1 tal que u(x) = u(x,1:') 

J 
es

't' 

-:ru . o 

una familia de operadores equivalentes. 

Además 

Y =  AY , . A = - 4. D3 + .. P D + . R 

Para Y (-r)' funci6n propia de L
('t")

4.3 Ecuación de Schrodinget no-lineal. 

'¿. u + )} 1 u u + · iut =
XX 

' )) cte 
. u: IR2--r> a:

( 2-2 7) 

(2-28) 

Verifiquemos la utilidad del operador definido en (2-24) 

Buscamos asociar a la ecuaci6n no-lineal de Schro­

dinger una familia de operadores de la forma 

L =m ID + 1IJ 2-29( l)

donde: 

�l o 1 o o u* 
= ID = D V =

o ·  132 o 1 -tu o

P1 , ft
2 

constantes a determinar 

( 1) 'tu *  denota al conjugado complejo de "t"u
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Buscamos una familia l A-t1.'.)} con la que se satisfaga la 

ecuaci6n de operadores equiva,lentes L(-r;) +[L(-r), A(�)]= OJ:

En la sección anterior queríamos arribar a una ecuación 
2 .d� 3er orden ut - 6uu + u = O y se eligi6 A=

XXX 

3 =. aID + ; ahora nuestra ecuación es de segundo orden 

y lo indicado es buscar A de la forma 

A = a m
2 + lR 

donde 

, a= cte 

r. = r. (x, t) j = 1, 2, 3, 4 · funcj_on�s a determinar
J J 

Con (2-29) y (2-30) se obtiene 

L ( � ) + [ L (,:) , A('t)] = {-2 a {U + [ B , lR} } 1D +

{tt\ + BRX + [u, IR] - aUJXX}

(2-30) 

(2-31) 

Exigimos que las cantidades que aparecen entre llaves 

se anulen, lo cual nos conduce, luego de ciertas ope­

raciones (l) , a 

iut + -ia

Ver anexo 3 

P1 +P2
�l - �2 

u
xx 

·c.)�1+P2+ 

1. 

r
l . f3 . 

2 

al final del capítulo 

u = o (2-32) 
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= o ; �2 
= 

2a 2a r 
3 =-..... fo1 ___ f3_2 u

x

(2-33) 

-ia

1 2 
= ·l , 

·r 
J. 1

Si expresarnos al parámetro "a" en la forma a = ip (p = cte) 

entonces la relación (2-34) indica (1 + p) fa� = (1-p) j=' 1 · , 

pudiendo elegir 

a = ip , /\ =(1 + p)i t �2 = (1-p)i p � 1 (2-35)

con los cuales en(2-33) se obtiene 

· = -i !.:.E. · y lu 1 
2rl 2 

donde 

-u 
X 

el parámetro p es libre 

valor a través de la igualdad 

ci6n y las que se indican 

el siguiente resultado: 

l+p o 

en 

(2�36}_ 

de elegirse; suele fijarse su 

Con esta elec 

y (2�36) se tiene 

y - 2 

- l - p2 

(2-34) (�-35) 

1ul2 -i l+p u* 
X

Con lB = i ; iR =
2 Y= --21-p

O _1-p 
2lu\ 

i 
l-p

····• 

Para aue (2-:-32) tome la forma de la ec. (2-22) debemos ex.i.gir
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donde u satisface la ecuaci6n uxx +)) tu 1
2 u + iut = O

se cumple 
" 

* 

o u

{L = B 1D + 
o 

(�) u 
't 

1:'
, 

o 

1;'ER} es una familia de op� L. 

radares equiválentes 

o Las. funciones propias evolucionan de acuerdo a la

. .. . ecuac1.on 

• 

Y =  AY 
, A = ip 1D 2 + lR ( 2- 3 7) 
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Existe una familia de o-

0 [L(�)Jes una familia de

operadores equivalentes 

Demostraci6n 

> 

peradores {A ('t)}con 

cual se satisface 

L<ir> + [L<'l'> ,A c,n]- o 

( ;> ) Por hipótesis existe { U (-t:)} y se cumple L (t') = U ('t')
L(o) u(�)

-1

por lo tanto, con A(�)
• -1 = U ( 't) U ('r) se cumple

(<=:)Por.hip6tesis existe{A('t)}con la cual se cumple

(i) 

la

Formamos la familia { U ('t')} a partir de las soluciones

de la ecuaci6n* 

* No haremos hincapié en las condiciones de existencia y uni
cidad de la soluci6n_a esta ecuaci6n de operadores.
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U
(t:) = A('t'} U(�) , U(o) = I

Multiplicamos por U
(
't') en (i) (por la derecha) . 

L
(
'C) U

(
't') + L

(
't')Ü

(
�) -A(

"tf
(
't')U

(
't") = O

-1Multiplicamos por U( ) (por la izquierda) y reemplaza-
• -1 mos A(1:) = U

(
-t) º

(
-t)

u(!> ( L(�> º<�>} - u(�> º<1:> u(�) ( L<-c> ºc,n) = o

= 
I 

-1 -1 • -1 u(�) = - u ("t') u(�) u 
(
1:) 

0 
De (2-9): Y(o) es funci6n propia deL(o) Y(º <

-i-) Y(o)}lo

será de L(,:) 

( º <-r) Y (o�= Ú (1:) Y (o)
= A(�fu 

('t) Y (o)

usando y(t) = ºc�)y(o), se cumple

y(�) = A (t:) y ('t') 
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ANEXO 2 

. En(2..,.2 6 ), exigiehdc @, 1P J =

o -(A-r)p·
"2 1 2 

o 

= 

3a u 
X 

o 

se obtiene 

3au 
X

o 

En ( 2::--26) exigiendo [lB, [RJ + [lU, !PJ · + lB:!P x

se obtiene 

6a 

3a u · 
XX 

(i) 

( ii) 

En (2.:..26) exigi:mos ll.J
t 

+ @J , IR] +IBlR - a l!J
xxx 

-.IPllJ
X 

= O

y combinando con los resultados dados en (i), se obtie 

ne: 
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3.ª 2 P2(r4· > - f 1 < r
1> .... -

(u } + 
.x "" - u (r r ) = O ( i i i) 

P. B x 2 3- 2 
r2 - 1 1

- u (p - P
1 }X 4 

. P4 + P1- u
X 2 

-

+ �2( r)x- �l(r2) 
X 

-· 2u(r4

auxxx 
Cf1 

r2_ +p2
r

3)x
2 

- r ) = 

1 

En (iii) aparece nuestra ecuaci6n de inter�s, y los pasos 

a dar estan encaminados a darle la forma de la ec. MKdV. 

N6tese la conveniencia de elegir }1 = - 1

. (�l r2 +/32 r3) x ( Í'3 � r2) x
ra obtener ------- = 

el valor ( r3

2. 

r )2 

2 

que aparece en (ii) 

, P2 
= i pa-

y así aprovechar

Eligiendo ft2 = 1 , f3
1 

= -1 en (i), (ii), (iii), respec­

tivamente se obtiene 

3 
P2 = -

2 
aux . P3' 

(P.s)x = (
3 2 

(P4) =2 au >x ( 

(r - r 2) 3 
= 2 a uxx. 3 

2c r

3+ r 2> - 2u(p 4-pl) =

3 = 
2 

aux 

( 3 2}- au 
2 X 

o 

... (iV}
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P4 + P1
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2 
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+ (r3)x·:+(r
2
)x -2(r4 -r

l)

- au + 
XXX 

(r 3
2 · 

r
2
) X . +

u = o

ut
= 

( ) d 1 . 3 au2 En v po emos e egir p1 = P 4 = 
2 , 

( v.i) 

o 

cumpliendo en-

tonces que r 2 
+ r3 

= O. Como resultado , ( " ) . se trans

forma en 

+ 3 au2

2
; 

Reemplazando (vii.) en (vi) 

r 4 = r3

3
au

2
u 

3 
-

2
- au + - au

· X XXX 4 

Puede e legirse rl 
= 3 . aux2 

r
l 

3 r4
3= 

2 auux . =
2, 

+ 
XXX 

y así 

auux 

ut + 
3
2 

au
2

ux - 1 au = o4 XXX 

ut
= o

obtener 

Eligiendo a = -4 se obteiene·la ec. MKdV • 
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ANEXO 3 

En(2-31) exigimos �, 1R] = 2a 11.J x • Se obtiene 

2a u* 
�l - fi'2 X 

; 3 
= 

2a 

/31 � "132 
ux (i)

En(2-31) exigimos 1Ut + BRx + f m , .mJ - a lUxx = O , se

obtiene 

/3
1
(r1)x_ + r3u* - r2u = o

/3
2
(r4) x - r3u* +. r 

2
u = o

au -
XX 

(ii) 

(iii) 

(ii)�(P1 r1+P
2

r4) = cte. Arbitrariamente elegimos esta

constante igual a cero. Luego 

Reemplazando (ii) y (iv) en (iii)

u -

XX
au +r fli + fa2 u = o

XX l ,2 

fi i ---- u* - a u* - r 
.Pl -j32 XX XX 1 

(;V) 
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J.·u + (-i·a fii + /32 )
· * u + i· r �-l

+
J32)

*'

u. = Ot f1 - /32 . · XX. 1 A 
)� 

( V ) 



CAPITULO 3 

HECHOS QUE HAN CONTRIBUIDO A UNA MEJOR COMPRENSION DE 

LOS FENOMENOS NO LINEALES 
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l. INTRODUCCION

En los últim9s ·20 años se ha evidenciado un gran progreso

la . -· de los fen6menos no lineales a través de,en comprens1.on 

básicamente, dos ramas troncales. Por un lado se incluyen 

estudios para predecir el comportamiento de un sistema en su 

transición desde un movimiento ordenado hacia un movimiento 

ca6tico; las referencias ·22 y 23 o�recen una adecuada ilus­

tración sobre el tema. Por otro lado tenemos el estudio de 

sistemas completamente integrables, en donqe un nuevo con 

cepto, el SOLITON, aparece con una marcada y singular impo!_ 

tancia; el presente trabajo, en su integridad, se encuentra 

enmarcado en esta rama. 

Las secciones 2, 3 y 4 del presente capítulo tienen un ca 

rácter descriptivo. Nuestra intención es ofrecer una visi6n 

general de cual ha sido el desarrollo del estudio de los so­

litones. 

2. SOLITONES

2 .1 C6rno se generan ondas·· de perfil rígido. 

Acerca de los solitones hemos, ya, hecho referencia en la 
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introducción del Capitulo 2 Continuemos aquella breve de�. 

cripci6n tratando de explicar porque causó sorpresa el enco� 

trar ondas que, satisfaciendo una ecuación no lineal, viaja­

ran sin sufrir deformación alguna. 

Comparemos el comportamiento de las soluciones de la ec. li­

neal 

ut + u u - O
O X 

' u cte.o ( 3-la} 

·
con las de una ec. obtenida al añadir un término no lineal 

ut + u u + uu = o
O X X 

( 3-2a}· 

Estarnos considerando u: JR2 __ _ lR

La solución general a la ec. lineal ( 3-la.) está dada por 

u(x,t}=f(x-u
0
t} ( 3-lb} 

f :  IR
-

--� función real 

1
_

-
u

·
--

---

---

---

-

:x:

+ 

la cual describe un perfil de on 
t = ti >o da desplazándose con velocidad 

� x constante u y sin deformarse.El 

Iu 

o 
comportamiento de una soluci6n t-:. t

¡>.
) t

j

./"",.... particular es indicado en la fig. 
_ ____.____ _____..-,� � 

Fig. 1. Comportamiento 
de una onda lineal 

l. La llamarnos onda lineal por-·

que su comportamiento está gober

nado por una ec. diferencial li­

neal.



-69-

Al poner la ecuaci6n (3-2a) en la forma ut .+ (u
0

+u)ux = O,

nos sugiere la solución siguiente* 

u(x,t)= f{x-(u
0

+u)t) , f: IR �.iR f une. arb. ( 3-2b) 

u 

) 

X 

La expresión (3-2b) proporciona 

la soluci6n en forma implícita, 

e indica que un "trocito" de 

curva cuya ordenada es u, viaja 

con velocidad (u
0 

+ u) . Los de 

mayor ordenada avanzan con ma­

yor velocidad. Un caso particu 

lar es ilustrado en la fig. 2. 

La llamamos onda no lineal por­

que su comportamiento está gober 

nado por una ec. diferencial no 

lineal. 

t
'' 

Fig. 2. Comportamiento 
de la onda no lineal go 
bernada por (3-2a). -

* En efecto la función u definida aquí en forma implícita,s�
tisface lo siguiente:

ut = - [<u
0

+u) + utt] f'

(u +u)u = Í(u +u)-(u +u)u t] f' 
o X L o . o X 

y así 
(ut +u

0
ux+uux) [ 1 + tf '] = O

Como f es arbitraria (a excepción de aquella que haga nulo 
el segundo factor del primer miembro)resulta que u es solu­
ci6n de ( 3 - 2 a ) . 

X 
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La comparaci6n �e la ec.(3'."91a) con (3-2a) y la fig. 1 con la 

fig. 2, nos sugiere que 

la presencia de un término no-lineal en la ecua 

ción es el causante que la onda se vaya defor­

mando a medida que se propaga. 

En una interacción entre ondas no-lineales era de 

que la deformación sea aún mayor. Sin embargo, en un 

( 3..., 3) 

. esperar ef., 
 estudio P 

hecho en computadora, -publicado en 1965* Zabusky y KT"u.skal re 

fieren que ondas cuyo comportamiento está gobernado por la ec. 

no linal ut-6uux + u = O recuperan el mismo perfil que pre
xxx -

sentan previa a la interaccion. A las ondas con tales carac-

terísticas las denominaron SOLITONES. Este resultado parece 

estar en contradicción con el que hemos esbozado en el párrafo 

anterior, las ondas deben deformarse a medida que avanzan. Una 

posible explicación podemos encontrarla estudiando el comporta 

miento de la ecuación 

ut + u u + u = O 
O X XXX 

( 3-4a) 

Consideremos una condici6n inicial u(x,O), y expresémosla como 

una suma de funciones armónicas 

u(x,O) = 1:-(k) exp(ikx)dk

* Ver Ref. 6.
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la soluci6n u estará dada por 

u(x,t) � J:A(k) exp [i(kx - w(k) t)]dk 

3 
donde w(k) = u k - k o 

Puesto que cada onda comp� 

nente exp i(kx-wt) tiene di 

ferente velocidad de fase 

vf (k) = W(k)/k
1
el perfil

se dispersa a medida que 

transcurre el tiempo. Se ha 

tratado de esquematizar es­

te comportamiento en la fig. 

3. 

( 3-4b) 

X 

X 

Fig. 3 Comportamiento de una on 

da en un medio dispersivo. 

Consideremos ahora la ecuación 

u
t 

+ u u + uu + u = O
O X X XXX 

( 3-5) 

De acuerdo a los resultados descritos en las líneas anterio­

res, es de esperar una competencia entre la tendencia a un 

empinamiento (debido al término no lineal uu ) y aun ensancha 
X -

miento (debido al término dispersivo u ) . Esto puede dar 
XXX 

lugar a una onda cuyo perfil t_enga una forma -rígida . ¡Ello 

ocurre! 
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Para verificarlo, ponemos la ecuaci6n (3-5) en la forma 

y trabajarnos con v :  

V
t 

+ VV
X 

+ V
XXX

u + u
o

= o ( 3-6a) 

( 3-6b) 

donde c es una constante 

Una onda que se desplaza sin def armarse es de la forma 
v(x,t)  f(x-et), y este tipo de soluci6n es el que buscare-

=

rnos (los detalles del procedimiento los indicamos en el Anexo 

1, al final del presente capítulo; ver expresi6n 3-55). En 

efecto encontrarnos que (3-6a) 
V 

admite como solución 
<: 
-

-+-----'-¿_---�----�­
::ir:: 

Fig. 4 Gráfica de 3-6b (t fijo) 

La competencia entre un comportamiento ·no lineal y un com 

portarniento dispersi vo, ha dado corno resultado una onda . 

de perfil rígido. 

Este carácter de competencia entre tendencias del sistema 

a tener 2 o más comportamientos es válido también en otras e­

quaciones·no lineales que presentan ondas de perfil ríqido 

como soluci6n. 
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2.2 ¿Quá es un solitón? 

Lo que hemos obtenido en (3-6b) es una familia monoparam� 

trica (el parámetro es c) de ondas no lineales que satisfacen 

(3-6a). N6tese como la amplitud depende de la velocidad, las 

de mayor amplitud tienen mayor velocidad; esto no ocurre en ondas li­

neales. 
Hay otra característica muy interesante (que luego verifi 

caremos analíticamente en el cap 4). Existen ciertos valo-

res discretos de c c
1
, c

2
, ••• cN ,·para los cuales las co

rrespondientes ondas no lineales recuperan el mismo perfil 

que presentan previa a la interacci6n (Ver fig. 5). Para-otros 

valores de e esto no ocurre . 

V 

V 

(t �-oo) 

--, 

/ -./ --� ,,-----..... ,,,, ....... 

(t -oo) 

Fig. 5 Comportamiento de una soluci6n particular 

(3-6a). Asintóticamente (esto es, para ltl--+co) 

pone en 3 ondas del tipo (3-6b) 

de 

se 

la ec. 

descom 

X 

X 
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Algo, de sim;Ll;Ltud ericont�amo$ en esto con una de las propi� 

dades de ·1a ec. de Schrodinger 1-Sb. l?or ej'erriplo, para un 

potencial Q tal que Q ( x) 

puede ocurrir que para cada valor 

Q I Q � Q (X) < Q :Jl- X té JR

de Q < k2 < O la soluci6n o 
exista. Sin embargo sólo para ciertos valores discretos k� 

J , e

j = 1,2, .•. , N la correspondiente soluci6n · Y k. resulta ser

de cuadrado integrable y ellas son las que hasta el momento 

se les ha dado una interpretaci6n física. 

El comportamiento esquematizado en la fig. S es lo que ca 

racteriza a los solitones.· Para mayor precisión, damos la si 

guiente clasificación. 

Onda viajera: depende de las coordenadas x (posici6n) y t 

(tiempo) solamente a través de u(x,t)=f(x-ct) 

Onda solitaria: es una onda 

viajera localizada. La 

transici6n desde su va� 

lor asint6tico en 

X - aet hacia el 
que toma en x ---), QO 

la realiza, apreciabl� 
mente, en una región fi 
nita del espacio. 

u 

u 

Fig.6 Dos tipos de ondas soli 
tarias (para t fijo) 
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SOLITON: Está referido específicamente a soluciones de una 

ecuaci6n diferencial no lineal. Es una onda solitaria 

que preserva su forma y velocidad luego de interactuar 

con otra onda solitaria. 

Esta definici6n de solit6n es la más usual (En la Ref. 19,� 

pág. 4 se insiste en ello). Sin embargo, una mejor comprensi6n 

de su comportamiento se lleva a cabo cuando la ec. no lineal co 

rrespondiente alcanza ·a ser interpretada como un sistema hamil 

toniano infinito dimensional completamente integrable; habla_ 

mos entonces de una ECUACION SOLITON, y la definici6n arriba 

indicada especifica solamente una condici6n necesaria para que 

una onda sea considerada .como soliton. (La Ref. 3, págs. 35, 

45, 120 hace hincapré en este aspecto) En el caso finito di­

mensional (2m variables) se dice que urt sistema hamiltoniano, 

es completamente integrable si encontramos m constantes de mo­

vimiento F;, i= 1,2, ••. ,m, las cuales son independientes; este 
l. 

tipo de sistema admite una transformaci6n de coordenadas que 

lo expresa como completamente separable y preserva el forma­

lismo de estructura hamiltoniana: las variables de acci6n J. 
]. 

i = 1,2, •.• ,m las cuales son funciones de las constantes de 

movimiento F .. En el caso de una ECUACION SOLITON las corres 
]. 

pendientes variables de acci6n son los parámetros del solit6n: 

velocidad, amplitud,etc. 
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Así, los parámetros del solit6n están relacionados con 

las constantes de movimiento del hamiltoniano que ha 

sido asociado a la ecuaci6n no lineal de la que él es 

soluci6n. Esto permite entender porque una onda soli....:

t6n mantiene su identidad en una interacci6n. 

2.3 ¿Porqué interesa el estudio de los solitones? 

Cuando se tiene un problema nuevo, uno trata de identifi­

car la parte esencial y plantear el _modelo más simple posible. 

A partir de él se va considerando, gradualmente, los términos 

que hacen más realista el problema y que inicialmente no tuvi 

mos en cuenta. Tiene una importancia esencial saber identifi 

car el punto de partida, el modelo inicial. 

Cuando un fen6meno está gobernado.por una ecuaci6n no-li­

neal, un procedimiento usual ha sido eliminar, momentáneamente 

los términos no lineales; nuestro punto de partida_ es una ecu� 

ci6n lineal. Posteriormente, usando el método de perturbacio­

nes, construimos las soluciones del problema no lineal a par-

tir de las soluciones del correspondiente problema lineal. 

Este es el caso, por ejemplo, cuando consideramos una red cris 

taliria y nuestro modelo inicial considera a las partículas mo­

viéndose alrededor de su posici6n de equilibrio interactuando 

como si estuvieran unidas por resortes, F = k�: comportamiento 
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arm6nico. Cuando los resultados de tal descripción no son 

satisfacotrios, se considera que F -= k (.A +« /l 2) y se dice

que el cristal tiene un comportamiento anarmónico, cuyas s9. 

luciones se buscan en forma de una combinación lineal de 

las soluciones que describen el comportamiento armónico. 

Sin embargo, en varios problemas de gran importancia 

tal procedimiento no ha resultado adecuado (en la Ref. 19, 

pág-2, se menciona! algunos casos). Lo más acertado no es 

partir del correspondiente problema lineal sino aislar en 

nuestro modelo no lineal aquella ecuación que admite solu­

ciones del tipo solit6n, y a partir de ellas recién aplicar 

el método de perturbaciones. Dada las propiedades de los 

solitones, tendremos un punto de partida, un estado base, 

muy estable. 

PROBLEMA 
NO LINEAL 

Procedimiento 

no adecuado 
problema + perturbaciónlineal 

Procedimiento solitones + perturbaciones 
válido 

3. COMO LA FISICA SE INTERESA EN EL ESTUDIO

DE LOS SOLITONES

3.1 Observaciones hechas por Scott Russel en un canal de agua. 
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En 1834 John Scott Russell qued6 muy sorprendido al ob­

servar un nuevo tipo de onda de �gua en la superficie de un 

canal. En su descripción or�ginal* refiere que estaba obser 

vando el movimiento de un bote que era jalado rápidamente·· 

por un par de caballos, a lo largo de un estrecho canal. Re 

pentinamente el bote se detuvo, mas no así el agua que había 

puesto en movimiento tras de si, y cerca a la proa se acurnu-

16 una porci6n de agua para luego salir y avanzar a gran ve­

locidad de lo largo del canal en forma de una solitaria ele-

vación sin, -aparentemente, 

cambiar su forma o disminuir 
8m i[las/

1 e · /l1ora 
----- � 

_ �- 3 O 
- � -

pies - ...:- - - ' -

su velocidad. La persigui6

con su caballo y la onda pre · 

servaba su perfil original
=- .... -

- - -_ -

3/¡ 11 /1 ¡j¡¡ ¡} /fíT//Tí//117;11111 )¡ ¡¡j¡ Í; / /;111/il11t. de unos 30 pies de largo, 1

a 1 1/2 pie de altura¡ ve 

locidad de 8 a 9 millas por 

hora. Su altura disminuía 

gradualmente y despu�s de una persecusi6n de 1 a 2 millas la 

onda se perdi6 al final del canal. 

Las ideas propuestas por Scott Russell fueron recibidas 

al principio con escepticismo, tanto Airy corno Stokes cuestio 

* La transcripci6n de una parte de este or_iginal podemos en­

contrarla en la Ref. 3 pá_�· 21; el original se indi.ca en la

Ref, 27. 
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naron incluso la afirmaci6n que una onda de agua avanzara sin 

cambiar de forma y estar siempre por encima del nivel de equi 

librio. En 1849 Stokes publica un trabajo indicando que la 

única onda de perfil permanente era una onda sinusoidal y que 

modificaba su forma al 1ncluir términos no lineales en su mo­

delo (posteriormente admiti6 su error). 

Newell (Ref. 3, pág. 24) indica que la importancia de las 

observaciones de Scott·Russell pudo ser medida por la eminen­

cia de los hombres que se dedicaron a su estudio y encontraron 

su explicación: Boussinesq (1872)* y Rayleigh (1876) 

Tratando de dar respuesta a las objeciones de Airy 

Stokes, en 1895 dos cientficios holandeses Korteweg y 

y

de 

Vries** (aparentemente sin conoc�r los resultados de Boussinesq · 

y Rayleigh) derivaron la ecuación, que ahora lleva su nombre , 

la cual describe ondas que se propagan en una sola dirección 

sobre la superficie de un canal de poca profundidad. 

ti9. 7 

* Ver Ref. 29
** Ver Ref. 2 8 

Ec. de KdV ( 3-7) 
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Salvo fact_ores cie escala, los térmi.nos q1,1e aparecen: en: la e-'' 

cuaci6n {3-7), están indicados en la Fig.7. 

u élevaci6n de la superficie por encima del niveí

de equilibrio

h profundidad del canal
o 

a,� amplitud y ancho de la onda, respectivamente

a J-- [
h

�º:]
2 

e,( = h , 
o 

Con el cambio de variable 

3 v{x' ,t')= l+ 2o<u{x,t)

x' = (6/p ?
J. , t 1 =( 6/ p ) t 

en (3-7) obtenemos una ec. para v. Tal ecuaci6n es la misma 

que se indica en {3-6a). La onda solitaria que observ6 Scott 

Russell debi6 ser del tipo mostrado en {3-6b). 

3.2 La condúctividad térmica en los s6lidos {1955) 

Dado el carácter no lineal de la ec. KdV, en las décadas 

siguientes no se realizaron mayores avances en su estudio a 

nalítico. La ec. permaneci6 en el archivo. 

El descubrimiento de otro aspecto importante de la ec. de 

KdV se produjo 60 años <l:espués, (1965)1 y no precisamente en un
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estudio de hidrodinámica, sino que tuvo su origen en el si- 

. guiente cuestionamiento:

¿Porqué los s6lidos presentan una conductividad térmica rz_, 

finita? 

Usando como modelo una red unidimensional de longitud L, con 

sistente en N masas idénticas conectadas en fila por N-1 re 

sortes de longitud h, se obtenía una conductivida<:i térmica� 

fectiva infinita cuando se c'onsideraha una interacción lineal 

a travfis de los resortes, F = KA. (es lo que se indica en la 

Ref. 3, p. 25.}. En 1914.Debye sugiri6 que la conductividad 

térmica finita, se debía a un comportamiento no lineal en los 

resortes usados �orno modelo. 

Basados en esta sugerencia Enrico Fermi, John Pasta y Stan 

Ulam (1955)* llevaron a cabo un estudio, en computadora , de 

una red anarmónica unidimensional. Partiendo de un estado i­

nicial en que la ene!gía se localizaba en los modos normales 

menores, la energía en cada modo debería permanecer invariable 

en el caso lineal (F = K�), ningún nuevo modo normal debería 

ser excitado. En el caso no lineal, por ejémplo F=k(A+OfA 
2),

ellos esperaban que la energía fluyera desde los modos de me 

nor energía hacia los de mayor energía a consecuencia del aco 

ple no lineal entre las masas, y esto continuaría hasta que 

* Ver Ref. 30
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se estableciera un estado de equilibrio estadístico, con la 

correspondiente distribuci6n d� la energía en todos los mo­

dos normales del sistema. 

-Tratando de computar el tiempo que necesitaba el sisteroa

en alcanzar este estado de equilibrio, Fermi, Pasta y Clam se 

sorprendieron mucho al observar que el sistema mostraba poca 

tendencia a la distribuci6n 

de la energía entre todos 

sus grados de libertad. To­

mando como unidad de tiempo 
'li1.,. T = 2 TI' (m/k) , el 98% de 

la energía se localizaba en 

el modo fundamental luego· 

de 158 períodos T. Varian­

do el parámetro de no linea 

lidad en los resortes y

,o 20 ¡¡o 

t(iH T//Of/SNJIJSO/'CYC4!S}. 

t(e-,, ..., ¡ IE:s de c:cl os) 

aumentando el número de pa� 

tículas desde 16 a 64, no 

hubo diferencias cualitati­

vas en el comportamiento del 

Fig. 8 Esta gráfica, muestra la 

energía total en cada uno de los 

primeros 5 modos normales del 

sistema, corno función del tiempo. 
sistema: la energía s·e i!!_ -

tercambiaba sólarnente entre los modos normales más bajos. La 

Fig. 8 es ilustrativa a este respecto (ella ha sido tornada de 

la Ref. 21,pag. 38) 
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3.3 El descubrimiento de Zabusky y Kruskal: El Solitón 

En 1960 ,· Zabusky y Kruskal se interesan en el problema de 

Fermi, Pasta, Ulam, aproximando la red cristalina a un siste 

ma continuo*, arribando a la ecuación 

2ut + u u + t' u = o } ( & e t e )
X d XXX 

( 3-8) 

que es �a ec. de KdV aparecida en los esutdios de hidrodinámi 

ca en 1895. Contando ahora con una herramienta adecuada, la 

computadora, ellos pudieron investigar las propiedades de di-

cha ecuación. Estando (3-8) relacionada a un sistema peri6di-

co, una red de masas vibrando alrededor de posiciones igualmen 

te espaciadas, result6 conveniente elegir como condici6n ini-

cial una función peri6dica u (x,o) = Cos lt x . En su famosa pu 

blicacióri de 1965 (Ver. Ref. 6) ellos inician así la descripción 

de sus resultados: "Noso 

tros hemos observado una 

inusual interacci6n no�i 

neal entre ondas solita­

rias propagándose en un 

medio' dispersivo". La 

fig. 9 la hemos tomado de 

ese trabajo. Después de 

un determinado intervalo 

de tiempo t = 3.6 t¡, 

t6. = lfe,se, observan 8 pul

sos. Cada uno de 

* Ver ;Ref. 31

ellos 

u 

A ....... ........... t�O 

ª----- -t::.2.. 
.,,., 

,. o . ·.rr: "''\ 8

A··--... , 1 .. !.

.,.o 

u 

3_.. 

-1.0 

' 
,.� \ ··,, ,, .. 

' '· ..,,,,. .· 
\ '> .,,,,, .·· '-" - .. ..,,., ..... 

fig. 9 

e t.- '3-C. --
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se desplaza con velocidad proporcional a su amplitud y, en 

consecuencia, se tiene la oportunidad de observar interac-

ci6n entre ellas. 

Fue una adecuada soluci6n, mostrada en la fig. 8, la que 

obtuvieron Zabusky y Kruskal pues al consistir ésta en Pu1-:. 

sos de amplitud gradualmente creciente les permitió clasifi-[_· 

car los tipos de interacción que eran gobernados por la ec. 

de KdV. 

a) Interacción entre pulsos de amplitudes muy diferentes.

{ i ) 
1 

u 

X 

u 

t i i ) t= o 

. X

u 

{ i i i ) 1 

fig-10 X 
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Fig. 10 (i) La onda 1 de mayor amplitud ,. y así con mayor velo 

cidad, va al alcance de la onda 2 • Ambas presentan un perfil 

de las características del que se describe en la expresi6n 3-6b. 

Fig. lO(ii) Se forma un pulso cuya amplitud es menor que la su 

ma de las amplitudes individuales ( lo cual no ocurre en el ca�i . · 

so lineal) Este pulso no cumple las características de 3-6b. 

Fig. lO(iii) Individualmente se han recuperado los perfiles dé 

las ondas 1 y 2 Pero ahora la onda 1 va primera. 

En el capítulo 4 

ticamente este resultado. 

tendremos la oportunidad de verificar analí 

( i i ) 

b) Interacci6n entre pulsos de amplitud no muy diferentes.

u 

1<0 

·x

t= o 

X 

t>o

( i i i ) 
u 

f i g. 11 
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Fig. ll(i) Inicialmerite la onda tipo A va al alcance de la 

onda tipo B manteniendo ambas su identidad. 

Fig. ll(ii} Cuando están suficientemente cerca, ellas parecen� 

intercambiar de forma. La que era de tipo A empieza a dis­

minuir su amplitud (y velocidad) mientras que la otra hace lo 

contrario. 

Fig. ll(iii) Finalmente se tienen, otra vez, una onda del ti 

po A y otra del tipo B � 

(La fig. 11-ii es una idealizaci6n nuestra. En su trabajo 

Zabusky y Kruskal, Ref. 6 ,  indican que de los resultados numé­

ricos no es muy claro poder describir qué sucede cuando están 

muy cerca las ondas) • · 

Este tipo de ondas solitarias que, satisfaciendo una ecua 

ción diferencial no lineal, mantienen su identidad (amplitud, 
. 

. 

velocidad, forma) al interactuar con otra onda, las bautizaron 

con el nombre de solitones. 

4. POSTERIORES AVANCES QUE CONTRIBUYEN AL ENTENDIMIENTO

DE LOS FENOMENOS NO LINEALES

4.1 La transformaci6n de Miura y el Método Inverso a la disper 

si6n.-
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Si_ en el problema de :Fe�;rr\.;L.f l?aata, Ulam se considera un 

térmir:io 

sortes, 

c'Clbico en la interacci6n ejercida a través de 1os re 

F = k(A +O( ti 2 + f ii3
), y se toma el ·límite para descri

bir_el sistema coro. un contínuo, se obtiene la ecuaci6n. 

Ec. Modificada de KdV (3-9) 

Fue Robert Miur.a quien dió el siguiente paso importante, que 

condujo a idear un método para resolver en forma exacta un 

problema no lineal.Miura ·observó que si la funci6n v satisfa­

cía la ecuaci6n (3-9) y definíamos 

V
2 

+ u = 

vx (transformaci6n de Miura) 

entonces u era soluci6n 

u - 6uu + u = O 
t X XXX 

, de la siguiente ecuación 

ec. de KdV 

( 3-10) 

(3-11) 

Ahora, para una funci6n u dada, la relación (3-10) puede ser 

linearizada ·si usamos la transformación 

V =

El resultado es 

---'t - u-'t = O
XX 

(3-12) 

( 3-13) 

Pero, notemos que la ec (3-11) e-$ invariante bajo una transfor 

mación de coordenadas galileana • En efecto, con 
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, 
x' ;::::; x - 6 ::\ t 
t' = t 

tanto u como u' satisfacen (3-11) 

( 3-14) 

As1, en (3-13) reemplazamos (u' -.A)en vez de u (y elimina­

mos el símbolo prima) 

f xx + [A -u(x,t>J'I = O , (3-15) 

Esta es la ecuaci6n de Schrodinger e�tacionaria en la cual 

la funci6n u, soluci6n de la ec. de KdV (3-11), juega el papel 

de funci6n potencial (.t interviene como parámetro).· 

Se relacionaba de esta forma una ecuaci6n no lineal, la 

ec. de KdV, con un operador lineal, el operador de Schrodinger 

(ver expresi6n 1-4). A partir de (3-15) germin6 la idea para 

elaborar un método analítico de solución de la ecuacioón de 

KdV; en 1967, Gardner, Greene, Kruskal; Miura (Ver Ref. 7) u­

san el Mátodo Inverso a la Dis�ersión (el cual hemos descrito 

en el capítulo lJ para ese efecto. Esto constituy6 otra de 

las contribuciones importantes. 

Resultó interesante verificar que, si bien para cada valor 

del parámetro t, en (3-15), se obtenía un nuevo potencial, a 

cada uno ·de ellos le correspondía los mismos autovalores dis 

6retos �j, j = 1,2, ... N (aquellos para los cuales la corres
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pondiente autofunci6n "fj �esul�a ·de. cuad,rado int�<p;-a,ble). M.ás 

interes·ante aún result6 poder i.dentificar en el nü,:nero de au 

tovalores discretos, el ntlmero de solitones· en interacci6n que 

describ!a la ec. de KdV (dada una condici6n inicial, exigida 

a la soluci6n de la ec. de KdV, queda especificado el corres­

pondiente número de solitones). En el capítulo 4 resolvemos 

analíticamente la ec. de KdV y tendremos la oportunidad de ve 

rificar los resultados que acabamos de mencionar. 

En Diciembre de 1970 dos científicos rusos V. E .. Zakharov 

y A.B. Shabat hacen extensiva la aplicación del Método Inver 

so a la Dispersión para resolver la ec. 

(v cte) ( 3-16) 

cuyas soluciones tienen el comportamiento de los solitones 

(ver ref. 15). Por su parecido a la ecuación de Schrodi�ger 

( 1--1) esta ecuaci6n es conocida con el nombre de ec. de Schro 

dinger no lineal, y se obtiene en los estudios de óptica y su 

perconductividad* 

De esta manera se 'iba ampliando el espectro de los temas 

en Física que incluían el estudio de los solitones. 

* La obtención de la ec. de Schrodinge� no lineal a partir de

la ec. de KdV ha iido tratado por Ravindran y Prasad, 1979

(Ref 32).
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4. 2 Leyes de conservaci6n y es·�uctura hainiltoniana

P·aralelamente se estudiaba otra característica de la ec. 

de KdV consistente en que ella daba l�gar a "leyes de cons·er 

vaci6n". Por ejemplo, ut- + uux + u = O puede ser expre-
xxx 

sada en la forma 

u + (
1 

u
2 

+ u ) - O
t 2 XX X 

( 3-17) 

Tambi�n, multiplicando (3-11) por u previamente, podemos ob­

tener. 

( 3-18) 

sumiendo que u y sus derivad s con respecto a la coordenada 

espacial se anulan en jx¡ -- oo , las expresiones ( 3-17) y 

(3-18) indican que1 respectivamente, 

I': (x,t) dx = c1 (cte.); J 1 u
2 

(x,t) dx = c
2 

(cte),
-co

s¡ t 

Miura, Gardner, Kruskal, 1968 (Ver Ref. 9) calculan explí 

citamente 10 maneras de expresar la ec. u +  uu + u = O, 
t X XXX 

en la forma 

n=l,2, ... ,10 ( 3-19) 

·1 



T ( 1)
= u

T ( 2) l 2= 
2 u 

T ( 3) l 3 2 = 
3 

u u
x 

T ( 4) = l 
4 

4 u -3uu 2

T ( S)= 

X 

l 5 2 2-u -6u u 
_5 X 

108 2u 

a. + u 5 

36 +-5 

-� XXX 

..... 

2 
XX 

2uu 
XX 

( 1) l
X = -

·2

(2) · 1
X = -

3 

( 3) · l
X = 4

2 u 

3 u -

u4

+ u
XX 

l 2
+ 

2
u u

X., 

2 
+ u u 

XX

-2u u +
2u 

X XXX XX 

...... 

. . . . .

XX 

2uu 2
X 

nótese corno las expresiones para los polinomios T (n) y x <n) se

hacen cada vez más complicados a medida que se incrementa n , 

pero ellos encontraron un algoritmo para construirlos. Existe 

un número infinito de estos polinomios, y por lo tanto infini 

tas cantidades que se conservan

L ;en) (x, t) dx =

n = 1,2,3, ••• 

e 
n 

( cte) , V t (3-20) 

Estos resultados pudieron ser explicados cuando,en 1971, s� 

le · publicado un trab ajo de Gardner "La Ec. de KdV como un sis te 



-92-

ma hamiltoniano'' (Ver Ref. 12} y otro de Zakharov y Fadeev 

"La ec. de Kdv: un sistema hamiltoniano completamente inte-
,, 

grable (ref. 32) .. Las coordenadas de acci6n,(hay un n�mero 

infinito de ellas), asociadas a este hamiltoniano están rela 

cionadas a las cantidades c dadas en (3-20}. 

Por otro lado, Morikazu Toda había estudiado, en Jap6n 

1967, una red unidimensional considerando que la fuerza entre 

partículas �ecinas, era uria funci6n exponencial decreciente 

de su distancia de separación: la red de TODA._ En 1968 obtu 

vo que su modelo describía la interacci6n entre dos solitones. 

En 1974 Hermann Flaschka muestra que la red de Toda es un 

sistema Hamiltoniano integrable (Ref. 17). El camino seguido 

por él consisti6 en asociar a la ecuaci6n de Toda un par de 

Lax, en forma similar a como hemos procedido nosotros en 

el Capítulo 2, con las ecuaciones de KdV, modificada de KdV 

y Schrodinger no lineal. M. Henon, por la misma fecha, obt� 

vo el mismo resultado de Flaschka, pero siguiendo un método di 

ferente (Ver. Ref. 18). 

En el presente trabajo no incluimos el estudio de los pro 

blemas no lineales como sistemas hamiltonianos integrables; 

de los cuales no tuvimos informaci6n en un primer momento. 

Sin ernba�go, es un tema interesante que merece ser abordado 

en una pr6xima oportunid�d. 
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4.3 Unif;i.cac:,i.ón de los modelos 

A lo largo de ·esta. l;i_ge.ra desfc:ripci6n han aparecido una. 

serie de ecuaciones· cuyas so:luciones se comportan como soli­

tones: ec. de KdV, Modificada de KdV, Schrodi�ger no lineal, 

· ec. de Toda. Continuando con esta serie de resultados inte

resantes que han aparecido en: este tema, hemos encontrado·u­

na public�ción de Deift, Lurtd, Trubowitz, 1980 (ver Ref. 20)

quienes indican que todas estas ecua_ciones, mencionadas líneas

antes, pueden ser consideradas como el estudio de un sistema

de osciladores sometidos a restricciones; para cada tipo de

restricción se obtiene una de dichas ecuaciones. En las pa­

labras de ellos.

"Moser y Trubowitz han.mostrado que el estudio de la ecua 

ci6n de KdV es simplemente el estudio de un movimiento armóni 

co con restricciones. Aquí nosotros mostramos que esto mismo 

es válido para la ecuación de Schrodinger no lineal, Sine Go� 

don y la red de Toda. Brevemente hemos encontrado un cambio 

de variables bajo el cual estas ecuaciones se convierten en un 

sistema de osciladores libres sometidos a ligazones cuadráti­

cas. Esto es análogo al caso lineal en el cual el estudio de 

las ecuaciones de onda con coeficientes constantes es reducida, 

vía la transformada de Fourier, al estudio de osciladores arm6 

nicos con acoplamiento lineal. Una ecuaci6n difiere de otra 

al elegir distintos acoplamientos. Nosotros no hemos dudado 
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que nuestra técnica puede se� aplicada al problema de una C!;

i·· 

dena de spines' de Heisenberg continua, ecuaci6n_ generalizad�� .. · ...·
t::�. ·:--

de Sine Gordon, el modelo de Thirring clásico y otras ecua- :/ :--; 

cienes de onda no lineales asociadas con un problema lineal ·�/ 

de segundo orden"� 

Hoy en día están en estudio nuevas estructuras maternáti-5 

cas a partir de las cuales las propiedades de los solitones 

resultan ser una consecuencia natural. Estas nuevas ideas 

las encontrarnos en un excelente libro escrito por Alan c.

Newell (Ref. 3 , Cap. 5). La forma corno introduce al lector 

el interés en el terna es a�go digno de resaltar. 
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S. HIDRODINAMICA

5.1 Ecuaciones que. gobiernan los fenómenos en hidrodiná

mica 

Las ecuaciones que obtengainos serán válidas para un lí..; 

guido perfecto. Esto es: 

0 
La fuerza que actúa sobre la superficie dA de uh ele­

mento de.volumen del líquido, está siempre en la direcci6n 

normal* 

0 Si consideramos dos elementos 

de área dA y dA' pertenecientes 

/ a superficies de elementos de 

volumen diferentes, pero que tie 

nen un punto p en común, los co-

cientes F . F'
tienen el mis-dA , \ dA' 

mo valor. Este cociente es deno 

minado presión hidráulica ** 

Consideremos un elemento de volumen &V y masa m. Sea P 

un punto contenido ·en este volumen cuyas coordenadas, en el 

intante t están dadas por 

OP = (x
1

(t),x2(t), y(t))

(*) En el caso de un fluido viscoso la fuerza F ya no es 

normal a dA 

(**) En problemas de equilibrio, la �resión h�dráulica de 

pende sólo de la posición. 
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De acuerdo a la Ley de Newton 

= 

donde F1,F2 ... son las fuer­

zas externas que actúan sobre 

el elemento. 
= r 

Usualmente se tienen en cuenta las siguientes fuerzas 

0 gravedad 

0 
la fuerza resultante de las presiones que actúan sobre 

las caras del elemento de volumen 

. .

OP 

=peso + fuerzas de presi6n 
m m 

= g + .!.
.f 

fuerzas de presi6n 
V 

mdonde.f = v . En general la densidad J:J no es uniforme

Cálculo de las fuerzas de presión. 

Consideremos la primera componente F· xl

,.., \ f-
(0 
...-

tiv . (S)(6A) 

F F = p(x1

F' = p(x . 
1

+ 4->A A

� ) fl A
2

(3-21) 
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En forma similar se calculan. las componentes de la fuerza 

total en los otros ejes, para así obtener 

fuerzas de presi6n 
=

AV 

reemplazando en (3-21} 

•• 
OP = g - J' VP 

- "v p

(3-22} 

La expresi6n. (3-22} sugiere que estarnos siguiendo el ras 

tro del punto P, es decir, se aspira a encontrar una des -

cripción directa del movimiento de cada partícula individual 

del fluido como funci6n del tiempo. Esta es la forma Lagran 

giana de encarar el problema, se busca la trayectoria segui­

da por el punto. 

Nosotros abandonaremos este punto de vista adoptando la 

forma euleriana, .la cual consiste en determinar la distribu 

ción de velocidades en la región ocupada por el fluido. Es 

decir, se espera sea posible que a cada punto fijo P de di­

cha región se le pueda asignar un vector u, el cual en_ gene 

ral puede depender del tiempo, que coincida con el vector 

·velocidad del elemento de fluido que está oasando en ese 



.-98-

instante por el punto 'J? •

o sea

- 4
IR.

3
, tal Busamos u : IR

• 

(r(t), t) OP = r<t) 

Derivamos con.respecto a t en(3-23) 

o; = ( u . V + aºt.) u

e igualamos con (3-22) 

J V p = g - (Ü • 7 + : t ) ü

aue 

- - n l - 2 - -
Usando ( U . V ) u :: v ( 

2 
u ) + ( V x u ) x u 

la expresi6n anterior puede ser puesta en la forma 

(3-23) 

Considerando·que el movimiento del fiLuido es irrotacio­

nal, o sea Vx u= o* , y que g = ·v Cg. r), 1a ec. se :re 

duce a 

= _ vc 1 
ü 2 > d ü

g 2 - at 
(3-24} 

* En la Ref. 5 pág. 4 3 2, se ;i.,ndica. que si 'v x u = O en

un instante, esto se mantiene así para todo instante pos

terior.
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Nuestras inc6gnitas son p, f y las -tres c'omponentes de 

ü =(u ,u2,v) ., sin embargo la expresión (3-24) nos pro ... 
1 

po:r;ciqna s6lo 3 ecuaciones que.las relacionan. Si asumi­

mos. que el líquido es incompresible, la densidad)) puede 

ser tomada como una constante conocida· y así requeriremos 

de sólo una ecuación más. ·Ahora, el hecho que _p sea cons 

tante·; implica que si tomamos una superfic:i.e arbitraria 

(fija en el espacio) la cantidad de fluido que sale <le e­

lla debe ser igual a la que penetra, matemáticamente ésto 

puede expresarse así 

Jtu . da = O

s 

aplicando el teorema 

L 'J. (J>u)dv = 

de divergencia 

1..P u • da = O 
.!> 

siendo esta relación válida para cualquier volumen, se curo 

ple que V. (_,P u) = O. Como es constante, entonces V. Ü = O 

Así, las ecuaciones que gobiernan el movimiento irrotacio 

nal de un líquido ideal e incompresible, son: 

) V P = V < g • r) - \7 e � .ü 2 >

V. u = o

)t­au 
---

�t 

(3-25) 
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Como Vx u = O, buscaremos una soluci6n para u en la for-

ma Ü = t::Jf Al reemplazar esto en (3-25) y antiderivando, 

se obtiene 

·'t;:. 1' (r , t)

donde B(t) es una funci6n arbitraria y y
0

, p
0 

son constan 

tes arbitrarias que han sido separadas de B(t) por conve­

niencia*. La función B puede ser suprimida si definimos 

1'' (x,t) ="f'(x,t) - j!cr)dr. cosa que asumiremos como 

realizada. 

Nuestro problema consiste entonces en_ resolver la ecua­

ción de Laplace 

. V 2"f = o (3-26a) 

y, a partir de su solución, obtener laé cantidades físi� 

cas p y u 

p-� Po 1 · 2 = - "f' - - ( V'f ) - g ( y - y ) 
.P t 2 · o 

(3-26b) 

* No necesariamente la presi6n hidráulica vale p en lao 
coordenada y = y .  Tanto p como y son constantes arbi-o o o 
trarias que son fijadas segfin la conveniencia del proble-

roa. 

·. 
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Ahora bien, cuando estamos estudiando el movimiento de 

una porci6n de líquido, bajo la acción del campo gravita­

torio, lo encontramos contenido en un reciniente y sujeto 

en la parte superior, a la oresi6n p
0 

del aire que lo ro� 

deaj esto va a condicionar su movimiento, lo cual equivale 

a decir que la solución a (9-1) debe satisfacer además u­

nas condiciones de contorno que precis·amos a continuación. 

y 

-
- � 

--
- - - - -

.. -.... .  -- -
'h -.:. -_ - :--_--: .: - � �.: :-.: � ...... -:.. ----=--

- -- --
-

Las superficies de divisi6n 

las describimos por 

.. .L - - 1- - - .. - - � .. 
·rr,,;;;,:,-� """ - - - - - - =- "'!' 

La propiedad que define a 

esta superficie es que el 

líquido no la atraviesa. 

Matem,ticamente, esto se 

expresn. así*: 

u. 'vf = - f
t 

* Tratemos de justificar esta expresi6n

º La componente normal de la velocidad de una pequeri.a

porci6n de líouido que se encuentra sobre la superficie 

fe� 

n Vf u= --
IIV.f 11

u (i) 

º Elijo un punto A de la superficie f y parametrizo su 

trayectoria. Los puntos de la trayectoria seguid.a por 

�-t+h 

A satisfacen f(x(t) ,t)= O. Deri-

vando se tiene 
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velocidad del punto A 

Se cumple 

V f dx _ 
IIVflt . dt -

componente normal de 
la velocidad del punto A 

( ii) 

o 
Si el líquido no atraviesa la superfLcie f significa 

que las expresiones ( i) , ( ii) , son .1:-guales: Yf • u= -f t

V f = ( f x. ' f X ' f y ) 
. . 1 2 

( 3-2 7)

a) Condiciones de contorno exigidas en la superficie de

separación líquido-aire: 

a1 )Esta superficie suele ser descrita en la forma 

que, al exigir se cumpla (3-27), toma la forma · 

y como u ='v't , se tiene 

= 'ry 
(3-'28) 

-
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a2 )Si consideramos que la variaci6ri de la presi6n en la velo­

.cidad de la superficie divisoria, desc1e ·el líqui�o hacia el 

aire, se realiza en forma continua, la expresi6n (3-26) in 

dica que* 

(3-29} 

b) Condiciones de contorno exigidas en la sciperfici� de

separaci6n líquido-recipiente� 

Esta superficie suele ser descrita en la forma 

Al exigir que se cumpla (3:..27) resulta

( 3- 30) 

En el caso particular que la profundidad sea constante, se 

tiene 

* La aproximación que estamos haciendo· es que el valor de

la p�esión en el aire, en la vecindad del fluido, no se ve

afectado por el movimiento de este. Su valor lo considera

.mos constante e ?,-gual a p
0

, que corresponde al caso en que

no hay movimiento del líquido, y==. y_ = o . 
. o 

Estamos considerando también que la presión hidráulica 
en lds puntos de la superficie de separaci6n es igual a p

0
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En resu�en,nuestro �roblema a resolver es el siguiente; 

( 3-31) 

v2 Af = o ... -h<y<7l 

Estas ecuaciones corresponden a la fig.12 

5.2 Obtenci6n de la ec. de KdV 

Para simplificar consideremos el caso en que la profun 

didad es constante y que la forma qe la onda no cambia 

lo largo de uno de los ejes. 

r = (x,y) 

u = (u, v)

- - V�= (''fx' 'ry 

F ig. 1 3 

a 

La superficie de separaci6n aire-agua es descrita en la for 

ma 

f(x,y,t) = h
0 

+ 1(Cx,t) - y = O 

que al reemplazar en(3-27)resulta 

para y = h o + 11 (3-32) 
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En las coordenadas y= h
0 

+.'[ la presión vale p = p
0 

(ver nota al pie de la p�gl03 ) con lo cual la ecuaci6n 

(3-26) indica que* 

para y = h
0

+1l_ ( 3-3 3) 

La superficie de secaración suelo-agua es descrita en la 

forma. 

f(x,y,t) = y= O 

y al reemplazar en (.3-27) resulta 

Afy = o para y= O 

Nuestro problema a resolver es 

11 t + �X "f] x = Af'y 

.-u,, 
+ 

1 ( íT .Aj., ) 2 o/ t 2 V 1 +. g tl = 

2 
"� 

i' = o y 

para y = h
0 

+ 'l.

para O < y <h
0 

+ 11

para y - O

estas ecuaciones corresponden a la fig.13 

(3-34) 

( 3-3 5) 

* En este caso, la constante arbitraria y que aparece en. o -
la ecuación (3-26 } ha convenido hacerla �gual ah 

- o 
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Varias veces hemos resuelto la ecu<;:1.ci6n de Laplace suje-

ta a condiciones de contorno. Peró nótese que en: este caso
J

.la ec.{3-35),las condiciones de contorno no están dadas en 

forma explícita (todo lo que se sabe de ellas ha sido dedu 

cido a partir de la propiedad que el líquido no atraviesa 

las superficies de contorno); es más, en las expresiones u 

sadas para dar. las condiciones de contorno aparece '1. = 'l (x, t): .. •· 

cantidad que precisamente estamos interesados en conocer. 

Resulta atractivo averiguar cómo se resuelve este tipo de 

problemas •. 

Caractericemos una onda por su amplitud "a" y su ancho 

11) " (ver f ig .1 3 ) e introduzcamos los· r,arámetros O{ = a/h
0

,

.13 = (h
0

/ o ) 
2 

1 1 · á · d · f é · 
A os cua es nos permitir n i  enti icar qu t� 

po de ondas describen nuestras ecuaciones. Trabajaremos 

con variables adimensionales (primadas) 

X =' X 1 
t 

i 
t' 

o 

y = h Y'o 

�=· <JÍ a
c o

c = 'Jgh o .

't'¡ 

(3-36) 

Con este cambio de variable la ecuaci6n {3-25) toma la for­

ma {quitamos los símbolos de 'prima' para simplificar la no 

tación) 

>1
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J3 o/XX +i' yy = O

= 1 + O(n... para y 
l 

pa,ra y= O 

Buscamos una soluci6n en la forma. 

--'f ( x, y, t) = L ym 

f ( x, t)

m=0 m 

m = 0;1,2,3, ••• 

o} 'f. + 1: =o=? [f.ftf +(m+l) (m+2) 'f Jym
= O xx yy L mxx 

m+2 
m=º

J3 \p 
'f m+2 = - (m+l) (m��r

y as, 

f 3-37) 

( 3-38) 

(3-39) 

( 2m) / 

2m lp d . 'º--=-
2
- > rn=0, 1, 2, ..

óx m

(3-40) 

Nuestro �nterés será puesto en la degcripci6h de ondas �a-

ra las cuales J = (h
0

/ j ) 2 
<< 1 Con los resultados(3-39)

y (3-40) la función f ,·-en (3-38), toma la forma 
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� l 2 l g2 4 -.o . PI 4 
1 (x,y, t)='"fo(x, t)- 2 �y 'foxx(x, t)+ 24f Y 1oxxx(x, t)+V(�)

( 3-41) 

Si las condiciones de contorno correspondientes a 

y= l +�1 (ver 3-37) fuesen conocidas, a partir de ellas 

podríamos determinar 'f
0

; sin embargo, como comentábamos li

neas atrás, en las condiciones de contorno aparece la fun­

ción como inc6gnit a. Nosot ros esperamos que al reernpla 

zar (3-41) en (3-37) pueda despejarse una ecuaci6n para 1

Con 11
t 

+ O( 11 ·f. - l f = 

( · (X X } y 
se obtiene 

y de 't + °< 't
2

·+ ·� '¡' � +n = o
t X )3 . y . l

(3-42) 

TI 'f 1 ,g l

/ + ot + 2 C( 1
ox 2

1 r>. (l+C(n} 2 r y> + -x./ '-{) t1('f � ]+,- I I oxxt � ox 1oxxx- oxx ·

+ o'(/�2) = o
J 

Si simplificarnos los t�rminos de orden -<.�, resÚlta,

Ylt + rc1+�ll>'f 1 - 16 6 'f + ef(qR;�2) = o·t L ox x I oxxxx r 1 

\P l \!>
4 l H \D 

. 2 · 
YJ + 'o.t + - e< 1 .... -, i + e,'(�/5 /� ) = OL 2 ax 2 oxxt : ' 

(3-43) 
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Usando w = 'f
0x y derivando con respecto a x  la segunda ecua 

ción, se ·tiene: 

C( = (a/h )
. o 

(3-44) 

(ver f ig -13 ) 

Fara el caso extremo de anular los términos de primer 

orden en o( y�, la ec. (3-44) toma la forma 

1l_x+wt+ fY'(«,(3) =O

la cual admite como solución 

w = '"1.

si '1 es una soluci6n de la ecuaci6n 

�1 t + '1 X + CJ' ( ó( 1 (3 ) = O

(3-45) 

(3-46) 

Esto nos sugiere buscar una solución para (3-44) en la 

forma 

w = 1 +"{A + /3 B ( 3-4 7) 

Reemplazando (3-47) en (3-44) 
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'1. t + Y1x +c<[�x +21111x] + }(ax - ! "1xxx} + O (o<
2 
'f

2 
' 0\B ) = O

como (23-2) indica que 1 t = -r-¡x + f1 ( '-' ,[! ) , resulta

( 3-4 8) 

'1 t +'lx +O( [At +'Flx] +J3 [8 t + � r¡ xxx] + (f ( °'-
2 

,}32
1�?) = O

(3-49) 

Las ecuaciones (3-48) y (3-49) son compatibles si 

A '"' A  -hhx =0 
t . X t ·1 

B - B  +
2 n O t x 3 ·ixxx = 

'=? 
B 

Reemplazando en (.3-�7) y (3-48) 

W = "1 � � e{ r{ + ; ��X

ln 

3 ( XX

11t+�x + ¾·0\ 11?x+ ¼J31xxx+ o'(C\
2 ,)3 2 

,�¡3
);::: O

1 

que es la solucidn de (3-44) 

A la ecuación 

(3-50) 

(3-51) 

se le denomina ecuación de KdV en reconocimiento a Korteweg 

·-----
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y de Vries, quienes fueron los primeros �n obtenerla (1985}. 

Es más usual encontrar la ecuaci6n de KdV expresada en 

la forma 

6uú + u == o 
X XXX 

(.3-52} 

la·cual puede obtenerse a partir de (3-51) con el cambio de 

variable 

1 +J�1<x,t} = u(x',t') 

donde x' , t' = l 
t 

6 1/2 J3 

en el próximo capéiulo se trabajará con 

u � 6uu + u = Ot X XXX 
(3-53) 

que se obtiene a partir de (3-52) cambiando simplemente u 

por -u� 
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Anexo 1 
.PARA LA E:C. DE Kdv ut - 6uu + u = O, e.e.. (3.-53), 

X XXX 

SE BUSCA UNA SOLUCION DE LA FOP.MA "tl (x,·t) ·=· f (x-·ct). 

·u (x, t) - ·f (x-vt) • -

En· (3-53), con u 1 = � 6 v se obtiene la ec. (3-6a)

Vt + VVX + V 
XXX 

= o

v(x,t) = f(x�ct) =} 

v·
x 

= f ' ' ww X = f f 1 ' w XXX = f ' 1 1 

Reemplazando en la ec (3 - 6 a) 

-cf' +· ff' + f"'= O � 1 2(�cf + 2 f + f")' = O

Ex�giendo que u y sus derivadas parcia.les tiendan a cero en 

1 x¡ � e-�;, en�onces 

- cf + !. f2 
+ f" = o

2 

- cff' + 1 f2 f'+f"f'= O
2 

1 112, f 1 = 1/3( f)( 3c - f)

( f H 3c - t/2.
f' - 1 

Sea s= x - et 

· '51 · f(s)= 1 
f ( s) [ 3 c-f ( s >] 112.. 
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.Esta expresión es de la form9, 

g'(f(s)) f'(s) = l con 3· g' (r) = ---­
r ( 3c--r)'/z. 

usando la regla de la cadena) obtenemos 

_ g(f(s)) = s + cte 

En tablas se ericuentta, para e> O, que 

. g (r)

cumple 

. g' (r) = ·fi
1/. r(3c�r)2

De manera que en (3-54) tendremos 

de donde debemos despej"ar f(s) [ . . 1/. 'I 

J
· 1 ·(3c-f (s·);� · .... ·(Jc)z. 
1:ln A ·1. ,

1 
= s, 

e i (3c-f (s))� + (3c)2. 
A (cte) 

( 3--54) 
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2 ·(e
·{c'· s, + A) -

(3c-f (s ) ) = -3c 

(erc-1 s -- Al

f(s) 
= 3c Ll 

4 f(s} = ....,3 Ac .-.--·-------� 

. . [eivc's Ae-f� sJ2 

Si elegimos A= -1 

f(s) 2[1 J . 
= 3cSech 2 'fc1 

J 
�f(.x-ct) 

· ·-4A e@ 5

(e"c' s-A) 2

v(x,t) = f (x-ctr = 3c Sech2 [ � Vc'(x-:-ctQ 

. 1 . . La soluci6n de (3-53) es entonces: (u= - 2 v). 

u(x ,t) = _�( §- )- Sech2 [� ve' (x-ct)] 

( 3-5 5) 

N6tese que la amplitud y el ancho del pulso dependen de la 

velocidad c. 



CAPITULO 4 

SOLUCIONES ANALITICAS DE LA ECUACION DE KdV 
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l. COMO SOLUCIONAR LA ECUADION DE KdV

USANDO EL M.I.D.

1.1 Esquema General de Soluci6n 

El problema a resolver es: 

Hallar la funci6n u: JR2
m que satisfaga la ecua

ción 

u - 6uu + u = O
t X XXX 

sujeta a la condici6n inicial

u(x,o)= u(x)
o 

donde u: IRo iR es una funci6n dada 

. - . .  

( 4-1) 

Tal como fue propuesto en el Capítulo 2 , empezaremos por in-

terpretar la función u: n? --- !R corno una familia rnono­

pararnétrica de funciones 

lR, -r�JR / -i:u(x) = u(x,i:) }. (4- 2) 

Y así, nuestro problema consiste en determinar las funciones 

-r: u a partir de 
0

u

A cada función �u la hacernos intervenir ahora corno fun­

ci6n potencial en la ecuación de Schrodinger estacionaria 

( 4-3) 

la cual, para cada funci6n 'tu ( 't' fijo), constituye un proble
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ma de valores propios del operador H(�) 

- D2 + u 
't 

(4-4) 

Como contamos con una familia monoparamétrica �e funciones u, 
1: 

a través de (4,4) estamos construyendo una familia monoparamé 

tri ca de operadores lineales. De acuerdo a ( 2-13) 
1{H (�) , 't' = IRJ

;

es una familia monoparamétrica de operadores equivalentes, es 

decir cada uno de sus elementos tienen los mismos valores pro 

pios. 

Debemos imponer, ahora, algunas restricciones a las posi­

bles soluciones u que esperamos obtener de (4-1). La primera 

de ellas es para asegurar que el M.I.D. sea aplicable, y esto 

está especificado en el teorema 1 (Cap. i, pág.j4). 

(4-5) 

esto debe ser válido para cada funci6n 1p ( cada t: e R) def ini 

da en (4-2). La segunda nos ha de facilitar el trabajo de cal 

cular c6mo varían los parámetros de dispersión con respecto a 

'l: • 

o (4-6) 

según veremos más adelante. 

En lo que respecta al M.I.D., en el capítulo denotábamos 

a los parámetros de dispersi6n con e = { R(k) , \<j, dj} , sin 
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necesidad de hacer referencia a la función potencial que in­

tervenía en la ec. de Schrodinger, pues a lo largo del desa­

rrollo del terna se usaba una_ sola función Q. Ahora, en cam­

bio, tenernos una familia de potenciales y por ello usaremos. 

C(�). = { R(k,t), d. ('t), k. (1')} para denotar a los parámetros 
. J J 

de dispersi6n correspondientes al potencial �u.

Para la solución de (4-1) el esquema general a seguir es 

el siguiente 

uo 

u 
r 

H(o) --\
R(k,_O), ké R; 

------------------�· C (O)

© d.(o), k.(o), j=l,2, •• N 
J J 

( 4-7) 

. 
[

R(k 1
t' ), k E 1R l

C(�)= 

d
j 

('t), k
j 

(1':), j=l,2, ••• N 

El paso indicado con (y en el esquema ( 4-7) , consiste en 

resolver la ecuaci6n de Schrodinger estacionaria correspondien 

te al potencial u.o 

( 4-8) 

que constituye un problema de valores propios para el operador 

H (o)
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(En el complmento A ofrecemos varios ejemplos de cómo re­

solverlo). En esta expresión conviene usar, en vez de f, la 

notaci6n Y(o,k) para así hacer referencia que ella es una fun

 ción propia del operador H(o) correspondiente al valor propio

k2.

H(o)Y(o,k) 
2 

= k Y(o,k) 1 k E . (t (4-9) 

La soluci6n de (4-9) nos proporciona los parámetros de disper

si6n C(o). 

1 

En principio, este paso G) es posible de llevarlo a cabo

Las dificultades dependerán del tipo de potencial 0u que se 

elija.· 

En lo que respecta al paso G) el camino ya ha sido despej� 

do en el Capítulo l. Dados los parámetros de dispersion C(�), 

todo lo que tenemos que hacer es reemplazarlos en(1-36) y r� 

solver la ec. de Marchenko(1-37). La obtenci6n de �u depen­

derán de nuestra habilidad para resolver esta ecuaci6n inte­

gral. 

Ahora nuestra única inc6gnita es cómo llevar a cabo el pa 

so @.
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1.2 C6mo evolucionan los parámetros de dispersi6n.-

0 ooterminemos los autovalores · discretos k. (�) • 
J 

Sea c(
j 

·un valor propio del operador H
(o) 

para el cual su corres 

pendiente función propia es de cuadrado integrable * . Se cum­

ple que a(o(.,0) = 0 1 (Ver expresi6n C-13). Bajo la exigencia 
. J 

(4-5) sabemos que s6lo hay un número finito de ellos. En el 

esquema (4-7} estamos denotando el valor�. con k.(o). 
� . . J J

Si j
j 

es un valor propio de H 
(1:'.:) y su correspondiente función

propia de cuadrado integrable, se cumple a <.J3., 't ) = O. Tal 
J 

valor f. está siendo denotado con k. ('t) •
J 

. 
J . 

En el anexo 1, al final del presente Capítulo, demostramos 

que 

o sea

a(�.,O)=0 � a(O(.,?:) = O 
J J 

k.(�) = k.(o) - k. 
J J J 

, 

0 
Determinación de R(k, 't'), k real; y d. (1:). 

J 

Las expresiones (1-27) y 1-35} indican 

(4-10} 

* f: m ---..... m es una función de cuadrado integra 

ble s1 JE (x)!�x < 00 



- b(k,'l:)R(k,'t') - a(k,'t'}

b(k.,�) 
d.(l:")=. '(� )J i a . ,� 

J 
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' k.E:lR; /

t 
k

j = i � I 
'1.j > o 

j=1, 2, 3, .... N. 

( 4-11) 

Nuestra tarea consiste, entonces, en determinar c6mo evolucio 

nan, c.on respecto a 't' , los siguientes parámetros: 

y b (k,1:) ' 

Ellos están definidos a través del comportamiento asintótico 

de la funci6n de. Jost q>(k ,"t')

a(k,t)exp(-ikx)+b(k,�)exp(ikx) 

4ck,t') (x) =

l exp(-ikx) X�- oo 

Imk � O ( 4-12) 

Cómo evolucionan las funciones propias de H(t')· está indi

cado en (2-13) 

y(k,�) = A y(k,t) ' A = -4 (D3+bD+Db)

3 b = 4 't'u 

(�1 punto indica derivada con respecto a t) 
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Esta expresi6n es válida en toda regi6n espacial, en particu

lar para ¡x¡ --�> oo. Teniendo en cuenta que 

u, u -------�o X jXj�o0 
(es la exigencia hecha en (4-6)) 

resulta que el comportamiento asint6tico de las funciones pr� 

pias d� H(�) está gobernado por 

y (k,'t')
= -4D

3 
Y 

(k,1:') 
enlxl-- 00 (4-13) 

Ahora, las funciones de Jost · �k,'t) son funciones propias nor 

malizadas a tener el comportamiento exp(-ikx) en x -----00 

Resulta que la función 4ck,O) evoluciona hacia Y(k,i-)
=

U(t:)-t(k,O;. 

la cual no necesariamente esta normalizada y, en general, debe 

mos considerar que 

o 

y(k,1') = h(k/t:) <p(k,t") ' y(k,O) 

Imk� O 

Para la región x -----4· -00 

Y(k,'t) (x) = h(k,c-)exp(-ikx) 

=9 
(k,O) ( 4-14) 

Reemplazando esta expresi6n en (4-14), da lugar a una ecuaci6n 

para h(k,�) cuya soluci6n es 

h(k,�) = exp(-4ik3�) (4-15) 

o 
Para la regi6n X 

Y(k,�) (x)= h(k,�) �(k,�)exp(-ikx)+b(k,'t)exp(ikx)] 
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Al.reemplazar esta expresión en (4-13) resulta 

a(k,'t) = a(k,O) 
T 

Imk ),, O 
b(k,�) = b(k,O)exp(8ik 3�) 

(4-16) 

Con este resultado, las expresiones (4-10) y (4-11) nos indi-

can que 

C('t')= 

R(k,"l:')= _R(k,O)exp(8ik 3
1:') , k E JR 

d.("t") = d.(o)exp(Sik�'t) , k
J
. = in

J
. 

J J_ J . l 

= k.(O); k. 
J . . J 

, j = 1,2, ••. ,N 

( 4-1 7) 

De esta forma, el esquema (4-7) queda expedito para su aplica 

ci6n. 

Antes de· finalizar esta sección queremos complementar el 

esquema (4-7), para tener una idea global de nuestros procedí 

mientes 

u 
o 

u 
't" 

Fig. 

u - 6uu + u = O 
t X XXX 

H ('?") 

Ecuaci6n de Marchenko 

l. Mientras que la evoluci6n

C(o) 

Y =  AY 

e (,: > 

de u hacia 
o 

u está go
'l' 
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bernada por la ec. de KdV u -6uu + u xx 
= O (�u(x) =u(x,�D, la

t X. X . � 

evoluci6n de los parámetros de dispersion,de C(o) hacia C(�), 

está gobernada por una ecuacion mucho más simple:Y ("l') =A
('t') y ("t)

J 

A -4D3 

(,:-) = 
en 1 xj--> oc . ·( Las funciones Y ('t') , 't � J:R, son

funciones propias de H(�) ¡ la relación de A(�) y H(T) con la

ec. de KdV es a través de la ec. de operadores H ('t') 
= { A ('1::') , H (�)} ,

2 A, ) H(?) = -D + Tu 

2. OBTENCION DE LOS SOLITONES DE LA EC. DE KdV

Al resolver la ec. de Schrodinger 

usando como potencial la funci6n Qn (n fijo)

Q ( x) = -n ( n + 1) oi, 
2 

se ch 2� xn 

se obtiene el siguiente resultado 

n=l,2,. �. (4-18) 

- El coeficiente de reflexi6n es nulo: toda onda inciden

te de energía k2 ) O atraviesa la zona de interacci6n sin

sufrir reflexión alguna, R(k) = O V k é 1R

- El número de estados ligados es n

(En el complemento A se ofrece la demostraci6n) 

Otro resultado interesante, que lo verificaremos para dos ca­

sos particulares, es el siguiente: 
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La funcion u que satisface la ec. de KdV 

ut - 6uux + u 
XXX 

= o

sujeta a la condición inicial 

u(x,O) = Q (x)
n 

describe n solitones en interacci6n. 

¡un solit6n por cada estado ligado que le corresponde al 

potencial Q ! 
n 

2 .1 Ejemplo 1 . 

Elegimos en (4-18) el potencial transparente correspondie!!_ 

te a n = 1, como condición inicial de la ec. de KdV: 

u(x,o)= - 2 ol- Sech2 � x 
.I 

o<) O es valor fijo ( 4-19) 

Q) Los resultados (A-47) y· (A-48) indican que a este potencial

le corresponde sólo un estado ligado (N=l) y que los pará­

metros de dispersi6n C(o) a los que da lugar son

e (o) = { k 1 = io< ;

@ De acuerdo a ( 4-17)

R (k, o) =O /t k E 1R. } 

(4-20) 

e ( 't ) = { k 
1 
= i O\ ; d 

1 
( 't' ) : 2 oc: e xp ( 8 o<; -e-) ; R ( k , 't ) = o V k é: iR. } 

( 4-21) 

G) Solucionamos la ec. integral de MarchenRo

Con los parámetros C('t') construimos la correspondiente fun

ción 51 según se indica en (1-36)

. 
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J2. (x, 1:' ) = 2 C( exp ( 80<3-t:) exp (- O( x )  

reemplazándola en (1- 3 �) , la ec. integral a resolver resul 

ta ··ser 

2oi:exp(8 « -r)exp(-«(x+y)) + K(x,y,t:)+ K(x,s,'t')2'(exp(8c< 1:)exp(-�(y+s)) ds
3 . 

i� 
3 

. :X 
(4-22 ) 

2 e:xp(ao?t'- x)exp(- ·y)+K(x,y, )+exp(- y) K(x,s, )2 exp(8 3 - s)ds =O 

La forma como aparece la variable y en la ec. sugiere plan­

tear 

K(x , y, t') = L(x,t")exp(- O(y) 

obteniendo una ecuaci6n para L 

2<>< exp(8"' 31:) exp(- "'x) +L(x¡t)+l�(x¡•) 2<>< exp(8 "' 3'tjexp(-2<>< s) ds = O ' '

2C< exp(8<X. 31:)exp(- O(x)+L(x,'l: )+exp(8« 3.'t)exp(-2 �x)L(x,1:) = O 

L(x, 't )= -<X exp(4 � 3 ·� )Sech ( C"(X - 4 oi;
3-"t) 

y así: 

K ( x; y,  t ) =- "< exp ( 4 C( 
3 't } exp ( - o< y} Sech ( O( x-4 o< 3 't:: } (4-2 3} 

Finalmente se proceda a obtener u(x, t:} 

En(4-19} evaluamos k(x,x , �} 

K(x,x,'l:' }=- Q(exp(4 ci(
3·"t:)exp(- o<x}Sech(c<x-41,,c3 't') 
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y, de acuerdo a (1-10), resulta que, 

U ( X 1 't) = - 2 d� ]{ ( X I X ¡ 1.') = - 2 o<..2 2 
3 )Se ch ( ó< x-4 o<. -r 

En conclusión 

u< x, o·> 
2 2= -20( Sech O( x 

2.2 Ejemplo 2.-

Evoluciona hacia -_,,(_s_e_g....,,ií.-n
---..1

,_

a_e_c-.-. -d-=-e----,K"""d=v=)::--�) .u< x' t > 
�-2 c/sech 2c:i< (x-4olt)

( 4-2 4) 

Elegimos en (4-18) el potencial transparente correspondien 

te a n = 2, como condici6n inicial de la ec. de KdV 

u ( x , o) = - 6 « 2 Se ch 2 
O( x (4-25) 

(D En el complemento A, s·e muestra que a este potencial le co 

rresnonde sólo 2 estados ligados y las. expresiones (A-54) 

(A-55,56) indican que los parámetros de dispersi6n C(O) es­

tán dados por 

C(o) r
= iO( 

.= k: =i20(

' 

(y De acuerdo a ( 4-17) 

k =iO(1 

dl (o) = 6 o<. R(k,o)=O 
, 

d2
(o) = 12o< .l./- k real 

3 d1 ('t')= 60(' exp(80\ 1') R(k,'t)=O 
C("t')= ' ' 

(4 - 2 6) 

3 
a

2 
('t')=1 2 oc:exp(64°". 't!) "fk real 
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{
_
6 � ru<p(8 0( 

31:) ru<p(-O((x+y�+l2 O( exp(64 .:,(\) exp(-2 o<. (x+y)J} + K(x,y, "t') + 

1
=

K(x,s,1: ) { 6"<e,<p(8c< 3'l:)exp[-"' (x-iy)J +12«exp(64 0( 31:)exp[-2-< (s-iyl]}as = O 

para y,) X

El procedimiento para obtener la soluci6n lo indicamos en 

el anexo 2 (al final dei presente capítulo). El resultado 

indicado en (4-55) es 

N K(x,y ,-r:) =-6o< - ( 4 -.2 7) D 

donde 

3 . 3 N = exp (4 Oit'. � -�y) Senh (2 o< x-32 o< 't) + 
. 3 3 + 2 exp( 3 2oc: 't- 20(y)Cosh(c<x-4c< ·'t')

D = Cosh ( 3 °'< x-36 e< 
3,...C' ) + 3 Cosh ( o< x-28 e-< 31:' ) 

evaluamos.K en (x,x,�) 

y manteniendo� fijo calculamos 

d 
U (X, "t' ) = - 2 

dX 
1( (X, X, 't )

la derivaci6n resulta laboriosa y la mostramos en el anexo 

El resultado, expresado en (4-56 ), es 

2 
U ( X , "r ) = - l 2o< 

3 3 Cosh (4 « x-64él( 't') +4Cosh (20(x-8o< 't) +3 

�osh ( 3C(x-36�3-r) +3Cosh (ti<x-28o<�) ]
Z 

( 4- 2 8 ) 
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Verifiquemos si(4-28)satisface la condición inicial. 

Para "t = O tenernos 

u(x,O) = _ 12 o< 2 Cosh 4 O( x + 4Cosh 2 o< x + 3

[cos_h ( 3 C>( x) + 3Cosh O( x) ] 2 

usando las identidades 

3 4Cosh x = Cosh(3x) + 3Cosh(x) 
. 

4 8Cosh x = Cosh(4x) + 4Cosh(2x) + 3
resultd 

u(x,O) = -12 e< 2 __ a_c_o_s_h_4
-=-

o<_x_·
-=- = - 6 o< 2 se ch 2 

e{ x
( 4Cosh 3o<.x?

que es lo exigido en (4-25) 

En conclusión 

2 2 u(x,O) = -6 o<. Sech e( x 

evoluciona hacia 

3 3 
u(x,t)= -l2of Cosh(4q-x--64� t)+ 4Cosh(20(x - 8Q\ t

i
r 

- 3 3 1 LCosh(3o<x-36QI!. t)+3Cbsh(o,; x - 28 o< t)J 

( 4-2 9) 

Querernos ahora averiguar si la solución dada en (4-29) 

describe solitones en interacci6n. Si así fuera ¿Qué forma 

y velocidad tienen? 
· , Un criterio que, nos parece, guia la 

forma cómo identificarlos consiste en tener en cuenta cómo e

voluciona el comportamiento asintótico de la función de Jost 

·--=-: 
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que describe un estado ligado. Teniendo en. cuenta ( 4-12) y 

(4-15), la expre�ión (4-14) nos indica que 

2 
v. =4yt 
J . j 

(x-+-oo) 

X----oa

X 

exp[11j(x-4riJ-c-)] ; (4-30) 
. 

2
kj = i�j , vj = 41j 

� ��Fig. 2. Esquema para indicar 1.1., , .. , 
e, t" 

que la forma asintótica de la�½ 

funci6n que describe el j-ési g ti
- C.:�, �-1-� 

rno estado ligado "avanza . con;:; :::- . 
i::::, ::-: �,, 

velocidad v = ·4 '1J· 
j 

Recordemos que l·xl� 00 significa que estarnos en la regi6n es 

pacial donde el valor del potencial u(x) vale casi cero. 

X 

(X'-4 -oo) 
X. 

f i g, 3 

Si el comportamiento asint6ti­
co está evolucionando de la 
manera corno se indica en la

l... fig. (2), con valocidad 4�.,se 
. J 

rá quizás a consecuencia que 
el potencial está evoluciona� 
do a la misma velocidad. Es­
quemáticamente lo mostrarnos 
en la Fig. 3 
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2 Corno los autovalores kj no cambian al variar 't', y para 

u(x,o), le corresponden 2 estados ligados (según lo indi­

ca 4-26), sugerirnos que 
·'

la expresión para u(x, 't' ),dada en (4-29)
1 

posi 

blernente describa la interacción de dos ondas 

las cuales al emerger de la zona de interac -

ci6n _ la hacen con velocidades indi9adas en (4-30 ),

v1
= 4� y v2

= 4� respectivamente(según lá16:17./0. .1

'l2.

=- 2 q) 
Verifiquemos si es cierto 

2. Cuando t-=o, u(x ,o)=- 2Secn o<x I se 

u 

X 

f i g .4 

tiene un perfil como el

indicado _en la fig. 4 Supo 

nemas que aquí se tienen dos 

solitones superpuestos no li­

nealmente. Si nuestra predic

ci6n fuese cierta, entonces 

para un valor de t = T suficientemente grande como para que 

los pulsos esten separados, la función 

u 

X 

f i g, 5 

u debe adoptar una

forma aproximada a la 

de la fig.5 
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Hallemos la forma de (4-2 9) en una re!i6n vecina a 

2x1 
= 4 o<. T. ·(T es un valor real positivo suficientemente

grande). 

Por "T suficientemente grande" entendemos 

como aquel valor para el cual exp(-¿T)�O ( 4- 31) 

2Para analizar la forma U(x,�) en la región vecina a x
1

= 4� T 

al tomar un T suficientemente grande mantendremos los térmi- ;::;
 

2 
 

 nos en que aparezca f 1 = x-4o( T (Los siguientes cálculos son�� ...J 

para obtener 4-33). 

En (4-29) 

• 

N--�--­
t�T 

1 3 

2 e xp ( 4 8 o( T) e xp ( -4 O( � 
1 

)

• D = Cosh(3 o<.(x-1 2 
2t)} + 3 Cosh[<=><(x- 2 80( 2 t)j 

= Cosh [3ó( (;1-ao<.
2 t>] +3Cosh[o<(�1-24o< 2 t8

= � [exp(3·J(�1
-2 40( 2 t)+exp(2 4oc.2 t-3��1)J+

+[� e xp (o(;° 1 -2 4 <�-3 t) + e xp ( 2 4 ,�:3 t - ·� f 1 >]

(Li-3i) 
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cuando t �T 

1 2 3 - 3 
D-4 z exp(24tX t - 3:l(f1)+ 2 

exp(24o( t - �S 1}

2 
n2 --) ! exp(48o<.2 t-60<<;1) [_1+3 exp(2 o< .;1} J 

Luego 

a fin de llevarla a la forma Sech2, elegirnos óJ tal

que _ 3 = exp ( 2 o< <Í1}

2 = 
3

=
6 

exp 2 °" ( � 1 + .6 1} 2 1 
= 1 

. - 2 
[i+e x p 2o( ( g

1 
-r 6J� 2. {e:xp [ °" (�1+<\�+exp f(X,(�l +S1>J} 

Sech2 o< (x-4C<.2T +1\) (4-33) 

Por lo tanto, en (4-32}

2 2 - 2 ] u ( x, t} = - 2 O( Se ch [ O( ( x-4 o< t + & 1}

Este es el comportamiento .de la soluci6n 

4-29, para valores de x pertehecientes
d . .... . 4 2 e una region _ vecina a x1 = o< T . y va-

lores de t > T _:¿:1 valor de T > O está espe 
cificado en (4-3.i-) 't S1=(1nJ)/2 o<·. 

(4-34} 
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/ 

En forrrLa similar se obtiene 

2 2r 2 e 1 u(x,t) = -20< Sech L� (x-4oe. t - o1)_, ( 4-3 5) 

para x en una vecindad de x{= 4o<21''

y valores de t< T
1 (T'= -T)

En las expresiones (4-34) y (4-35) nótese la diferencia en el 

signo que precede a cS1, podríamos decir que se trata del mis-

mo·pulso excepto que hay un desfasaje. Ello posiblemente ha 

ocurrido como consecuencia de su interacci6n con otra onda,la 

cual, de acuerdo a nuestra suposición* , eh el instante 

t = T esperamos encontrarla localizada en una región vecina a 
2 x

2 
= 16o< T. El procedimiento a seguir para verificarlo,

semejante al que hemos hecho para obtener 4-34. El resultado 

es 

u( x,t) 

También 

u{ x,t) 

11. ver pag 1 31

2 2 2 < -8cx, Sech 2 0< (x - 15 t-o2)

para en una vecindad de �=4 2T

y valores de t > T 

El valor de T está especificado 
en (4-31) 

&
2 

=8
1

;2 -={In 3�/40(

2 2 2 r 
- 8 o< Se ch 2 °< ( x-16 t + ó 

2 
) 

para x en una vecindad de 

x
2
=4°'-2 T

1

(T'=-T)y valores de t<'T
1

( 4-36) 

( 4-3 7} 
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Es usual presentar los resultados {4-34,35�36 y 37) en la for 

ma siguiente: 

2 2 2 (" 2 2 / 2 .s1) u { x, t) ----- - 2 ¡:,( Sech «(x-401 t- 0 )-Bo< Sech 2 0\'i.._x-16<X t+-
2 t�-oo . 1 

u{ X, t ) t -----+ Oo 

donde �l =

N6tese que 

o 
Las ondas en interacción han resultado ser SOLITONES del 

mismo tipo, numéricamente cumplen* 

amplitud = velocidad
2 ' ancho 

(velocidad) 112

o El efecto neto de su interacción mutua es un· simple co-

rrimiento de fase. Despu�s de la interacción el solit6n más 

lento está retrasado con respecto a la posici6n que tendría 

en caso de no haber habido interacci6n. En cambio el soli­

t6n más rápido está adelantado. 

Grafiquemos la posici6n de los máximos de cada solit6n en ca 

da instante de tiempo: 

* Para f(x) = Sech2 (ax), el ancho de este perfil está siendo

indicado por: ancho = (1/a)
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X (posición) 
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t 

("tiempo) 
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ANEXO 1 

l. Consideremos que o<
Í 

, j = 1,2, 3, ... ,N,sean los autovalores discre-

tos del operador H(o) para los cuales su correspondiente

ci6n .propia Y(«j,o) satisface 1:1Y(«j,o). (x) ¡
2 

dx 

fun­
* 

El resultado (C- 13 

a(o<. 1 0) = o 
J 

indica que 

j=1,2,3, ... ,N. ( 4-38) 

Usando la propiedad que·· una familia de operadores 

) resulta que U(�)Y(�
.
,o)

J 
es funci6n propia de H (�) correspondiente al mismo autovalor

o< . (ver diagrama en 
J 

U Y cumple 
(1.'). (O(.,O}J 

la fig. 2, Cap. 

1 "' 1 
Y (

<>( 

• 
, 

1'. ) ( x) J
00 J 

2) • La funci6n Y =
(�.,'t:) 

J 
? 

Para averiguarlo usaremos (2-13}, la cual indica cómo evolucio 

nan las funciones propias con respecto a � 

AY 
( 

1:'
)

o(j' 
) 

Sea 

y 
-

(oe. ,1:) -
J 

(4-39) 

* Una función que satisface esta propiedad se dice que es

de cuadrado integrable.
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(los corchetes denotan producto interno) .Derivamos con respeE_ 

to a 'l:'

Í.<1') =<Ye,_,.,...,) J .... ' 
, 

y(o<.,--i-)>. J J 
+

< y ( ,.,, . ,,.,, ) , y ( ..,...) >V\ 1,. 0(..,1-J J 

pero resulta que el operador A, �ctuando sobre el espacio de 

las funciones de cuadrado integrable resulta ser antiadjunto� 

Luego 

I . ( t") = cte,
J 

Como I . (o) < co
J 

+ < -AY 
( ) , Y 

( '1') )"(-,"' o<. , 
J J 

= o 

(4-40) 

entonces I. ( 't"") < oCJ 

J 

Así. la funci6n Y que describe un estado ligado evolu-
(0(.,o)

J 
ciona hacia la función Y = u Y que describe

(o< .,·t') ('?:') (o<.,o) 
J J 

también un estado ligado. El resultado (C-13) indica que 

a ( O( • ,"t') = O
J 

De (1) y (4) 

a(i>(. 1 0) ==? 
J 

a(C>(.,-t) = O,
J 

(4-41) 

(4-42) 

* Según (2-13) A =  -4(o 3 + bD + Db), donde b es una función
lR�lR. Integrando por partes se demuestra (g,Af)= -(Ag,f)
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En general, como en (2-13) los operadores H("t') son autoadju!!_ 
 

tos y A('t'), actuando sobre las funciones de cuadrado integra 

ble, es antiadjunto se cumple: 

funciones propias que describen estados ligados 

evolucionan hacia funciones que también descri­

ben estados ligados. 

Prueba: 

U ( t') = A ( 't') U (,r)

o 

+ + Mostremos que UU = U U =  I 

U= AU 

usando (i) 

• + 

(U(-r)) =

(u.)+ -- + + + 
U A = -U A

(i) 

( ii) 

(4-43) 



usando ( ii) 

luego 

u ( 't"') U 
( 't') 

= cte,
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corno U(o) = I, entonces U
(T) u

(
�

)
= I. -1 

= u('t")

Luego

o 

y 

o 

( 4-4 4) 

Sea 

{o<.,o) evoluciona hacia Y( )= U ,MY( )" Se cumple
] ó<.,?' ( L/ 0(, 10 

J J 

< y y >· = (e><,,t") ' (o<.,-r) 
J J 

= 

= 

Sea 

u y ) ' u y ) 
(t) (o<j,o ('t) (Dej,o 

y ) , y ("(.10 (o(. 1 0) 
J J 

. (4-45) 

-1 Y(j3j,1') "evo luciona" hacia u(?:') Y(j
j,'t) la cual es una fun-
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ci6n propia de H
(o) 

con autovalor . j3j (ver diagrama de la

fig. 2, Cap. 2). Se cumple gue 

= 

Los resultados {4-45) y {4-46) constituyen la prueba de (4-43) 

Además el recíproco de ( 4-42) también es válido. 

a{O(., o) = O � 
J 

a(�.,'1') = O 
J 

( 4-4 7) 
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ANEXO 2 

En la pag 1 2 8 .. tenernos la siguiente ec. integral. 

r 
3 3 � · l6 o( e8 o<.. 't', e-ó((x+y) + 12 e64 "\ 't' e-2¿,((x+y]+ K(x ,y ,-r) +

1� 
3 3 

K( ) [ 6 8o< -r -oe(s+y)+ 12 64 <>\ 't' -2"<(s+y) J 
dsx ,s ,1: O(e e ."<e e 

. . . 

X 

conviene expresarla en la siguiente forma 

3 
· 

3
6c<e xp(8 <>< 't'- o<y)exp(-qx)+exp(-o<y) 6.:l(exp(8 <0( 't'-0(s)K(x,s,'t')ds + 

1

00 

X 

+ 12�exp ( 64 )T --2< y) exp (--2 � x) + exp (--2 � y) f 72�exp ( 64 ./r: ... 2 "' s) K (x, s,,:) ds +

X 

+ K(x,y,--r) = O ( 4 -:-49) 

lo cual s ugiere plantear una solución del tipo 

( 4-50) 

con 3 e 2 = 12 o< e xp ( 6 4 o< 1:')

reemplazamos (4-50) en (4-49) y se obtiene 
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fic
1 

exp ( -2ocx) +l 1 ·L ( x) [ 
exp (-3oex) ] ( )' 

L 2 oi. 1 
+ e 2 3 o< L 2 ( x) = -e xp -°< x 

y así 

(4-51) 

donde 

A = Ícl
exp(-2«x)+l] fe exp(-4o<x)+l]-[c ffi4)(-3ocx) 

J
fc e.xp(-3'\'x) 

1u L 20( · L 2 40( 2 . 30( L1 3
o< 

3 í, 3 . 3 7 
= 2 exp(36o( t- 3o<x) LCosh(3«x-36o< 't)+3 Cosh(o<x-28o< t:) J • 

l\.1 

2 

-exp (- O( x) c
2 

exp (- 3 O( x) 
3 O( 

-exp(-20<x) c
2 

ex12 ( -40(x) + 14 o< 

3 3 =-2 exp(320( "t') - 3 O( x) senh(2 0< x - 32 o< 't') • 

el 
exp (-2"<x) + 1 - exp (- 0<x)2 O(. 

= = 

el
exp(-3 o< x) 

- exp (-20(x)3 O(

(4-52) 

( 4-5 3) 
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/J 
2 

3 = -2 exp(4oi. -r (.4-54) 

. Reemplazamos (4-52) y (4-53) en (4-51) 

A · · 3 
L (x) =

1 
_l =-exp(.:.. 40<3t) 

Senh(2 O( x- 32oe --r) 
f:, Cosh ( 3 o< X -36 o<3--r} + 3Cosh ( o< x-28 o( 3-r) 

reemplazarnos (4-52) y (4-54) en (4-51) 

6 3 
L. ( }- 2 _ ( 32 3 ) 

Cosh(°'x - 4� -r} 
x - - --ex p ,- o< 1: 3 2 /:J. . 

· 
Cosh ( 3 O( x-36 o< 't) + 3Cosh (o<x-28 O( 3 1:'}

Finalmente, en (4-50) obtenemos el siguiente resultado 

K(x,y,-r) 

donde 

N 
= -6 o( -

D 

N = exp ( 4 °?1:: - °<Y} Senh ( 20(X - 32o<3't'} + 

+ 2 exp ( 32o<3 't' - 2 O( y) Cosh (0< X - 4 °?'t'} 

D = Cosh( 3 o< X - 3 6 °lt} + 3Cosh (O(X 

(4-55) 
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ANEXO 3 

En (4-27) evaluarnos K en (x,x,"O 

K(x,x,"t') 

3 3 

2Cosh (o(x-28o<3
-t') +e_-_«x+28c,t. "t+e-3�x+ 3 6 °" -r 

= - 3 0( 
Cosh ( 3 o< x- 3 6 a.3 1'.")' + 3Cosh (o< x-2 8 cx.3 

't')

Sea A = 3 o< X - 3 6o<3"t' 1 B = o< X - 28oe3 '1:'

K(x,x,"t) 2CoshB + exp (-B) + ·exo (-A)= - 3 o< Cosh A + 3CoshB

d -Je/ 
{ dx K(x,x,1:')= 

0
2 (CoshA+ 3CoshB) [2SenhB-exp(-B)- 3exp(-A)j+ 

-3 (SenhA+SenhB) [2coshB+exp (-B) +exp c..:Al] }

D2 d - K (x,x,'t") = [2coshASenhB-CosAexp (-B) -3C_oshAexp (-A)+
30(2 dx 

+ 6CoshBSenhB- 3CoshBexp (-B) -9 CoshBexp (-AU +

-[ 6SenhACoshB+ 3S enhAe xp ( -B) + 3S enhAexp ( -A) +

+ 6SenhBCoshB+3SenhBexp ( . ..:.B) +3SenBexp (-A) J 

usando 2 SenhA CoshB = Senh(A+B) + Senh(A-B) 
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= -2 Senh(A+B) - 4 Senh A-B + 

- exp(-B) · [coshA + 3 SenhA + 3 exp B] +

-3exp·(-A) GsenhB · +. 3CoshB + expAJ

= -2Senh(A+B) - 4Senh(A-B) + 

-2 [ exp (�-B) +3+ 3exp (B-A) +exp (-A-B)]

= -2 [Cosh (A+B) + 4Cosh (A-B) + 3 J 

d 
' 2 

dx 
K ( X I X 1 ) = 6 o( 

A+B 

Cosh(A+B) + 4Cosh(A-B) + 3 

= 40(X - 64""-3't' 
1 A-B = 2 O( X - 8�J 't'

d 2 
. U ( x, 1:') = -2 dx K (x,x,-r) =-12 ot. 

C.OSh ( 4 « x-64 .:>< 
3-r) +4Cosh ( 2 o< x-8 o< 3-i:-) + 3

3 . . 3 2 
[cosh (3 o<x-36o< -r) +3Cosh (<><x - 28o<. 1:' >] 

( 4-56) 
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. COMPLEMENTO A 

CASO DIRECTO: SOLUCIONAMOS LA ECUACION DE SCHRODINGER 
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En el Cap. I no hemos puesto énfasis en cómo obtener 

los parámetros de dispersi6n�utilizando la ec. de Schro -

din�er, a partir de un potencial conocidb. Aquí querernos 

complementar este aspecto. 

En primer lugar va�os a aprovechar que la ecuación de 

Schrodinger está ampliamente resuelta en varios textos_ para 

ciertos potenciales (potencial delta, pozo rectangular) li 

mitándonos a enfocarlos en lo que se refiere a su áspecto 

corno fenómeno de dispersión. 

exp (-ikx)

..-V-V 

onda 
transmitida 

onda 
. . d t a (k) exo (-ikx )inci en e ·· 

b (k) exp (ikx )

� 
onda 

reflejada 

Fiq. 1 �uando k es real positivo este esquema interpreta un 
fenómeno de dispersión. Para k complejo hay la posibilidad 

de describir un estado ligado. 
En el caso d_el pozo rectangular resultará interesante 

verificar que para ciertos valores particulares de energía 

de la onda incidente, ella no sufre reflexión alguna. Y 

así. decimos que el potencial se comporta "transparente" 

para estas energías� 
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Como segundo paso estudiaremos el potencial Q(x)= -Q
0

Sech2 �x, se buscará la relaci6n entre Q
0 

y o<.que hagan 

al potencial completamente transparente. Esto es, ondas 

de cualquier energía que incidan sobre la zona de interac 

ci6n no sufran reflexi6n. 

Trabajamos con la ecuaci6n de Schrodinger estacionaria 

(- h 2 
D 2 + V l f = E.f .2m 

-

donde V(f)= V.f; f: ffi 

E 

2m 
Q(x)==2 V(x)

h 

2. EL POTENCIAL DELTA

Q(x) = - Q0 $ (x)

)

+ (-k
2 - Q ) • f = O (A-1) 

(Q ) O , cte) o 
·(A·-2)

La S alcanza su correcto significado en el área de las di� 

tribuciones. Sin embargo, por ahora podemos considerarlo 

como "un caso límite" de un 

pozo rectangular cuyo ancho 

J se hace cada vez más pe-

queño a la vez que su pro-
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fundidad h aumenta manteniéndose en todo momento constante 

el producto h �, 

En cuanto a cómo operar matemáticamente con ella se u-

sará 
.,,. 

(ó(x)f(x)dx = f(o) 
J 
-�

V � > O y toda función 

contínua en x.= O 

$ (x) = O ••••• para x � O

La correspondiente 

k = � , s real 

k = ir¡_ ,Y'\real 

ecuaci6n de Schrodinger es 

= o , k é a::: 

. . . . . energía positiva 

. . . . . energía negativa 

Exigiremos continuidad a la funci6n de onda 

Integrarnos en el intervalo (- r , r) 

(x) dx + k1" f (x) dx

-1" 

¡{'-

+ Qaf � (x) f(x)dx = O 

- r

(A.-3) 

Como f contínua � J f ( x) dx = 2tf (s) donde - �' � s � � ... , 

entonces 

[of (+t) - Df 

Cuanc.o ;t-

-1' 

<-n] 

o 

+ 2 k
2 

t- f(s) + Q f(o) o 

se obtiene 

= o 
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D f (+o) - D f (:..o) = -Q
0 

f (o) es ·decir, Df es discon 

tínua en x = O* 
(A-4) 

Para x � O la ed. (A-3} se reduce a 

cuya solución. general es 

kY(x) = A exp(ikx) + B exp(-ikx) k real ó complejo 

Para enmarcar el problema en el esquema de dispersión 

de la Fig. 1 ,  planteamos una solución de la :forma 

a(k) exp(-ikx) + b(k) exp(ikx) x>O

k «¡> (x) = (A-5): 

* 

exp(-ikx) 

k E <C 

X<. Ü 

la cual satisface la forma de la solución general kY.

Continuidad de J'... en x = O implica k't"' 

a(k) + b(�) = 1 

reemplazando (A-5)

b(k) - a(k) = 

en (A-4) 

1 + Oo
ik 

La función DY ha resultado ser discontínua a consecuen 
cia del tipo de potencial muy particular que estamos u=

sando: potencial & 
Cuando se tiene un potencial que es finito en una vécin 
dad de Xo y se sigue el mismo procedimiento hecho aquí 
resulta que D Y es con t!nua en x0
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de ambas relaciones para a(k) y b(k) se obtiene 

°'.(k) = 1 + 
Q · 

o 

2ik b(k) (A-6) 

Para·k real positivo, la funci6n k+ interpreta el fenómeno 

de dispersión esquematizado en la Fig.l 

Sin embargo a partir de la �isma expresi6n(A-5)pueden 

obtenerse los estados ligados. Estos corresponden a aque-

llos valores k = k. en que a (k.) = o. En(A-6)vemos que
J J Qo a(k) función = o si k = kl 

= i 2 y la correspondiente 

propia la obtenemos al reemplazar este valor de k en(A-5) � 

ªº = exp( 2 1 X 1 ) (A-7) 

En resumen , con el potencial Q (x) = ..:. Q
0 

S (x) se· ve 

rifica lo siguiente: 

En el valor de k = k1 en que su correspondiente función

propia k+ representa un estado ligado, -se cumple a (k1) = O 
1 

El número k1 está ubicado en el eje imaginario positivo 
Qodel plano complejo: k1 = i 2

Como el coeficiente de reflexi6n R(k) = ���� = - Qo
��k

es diferente de cero para todo va+or de k, este poten­

cial no se comporta como transparente para ninguna e­

nergía de la onda incidente. 
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3 •· POTENCIAL POZO RECTANGULAR

- Q < oo para lxl�« 

Q(x) =

o IX 1 > Q(.• 

Reemplaza.·mos (A-8) en (A-1) 

0 para I x 1 � P( la ecuación toma la forma 

+ (k2 + Q ) fo = o 

(A-8) 

su solución: f (x) = A exp(-i � x) + B exp(il; x) 

donde t = (k2 + ºº th.

o para I x 1 > o< la ecuación a resolver es

su solución:f(x) = A'exp(-ikx)+ B'exp(ikx) 

Para representar el fen6meno de dispersi6n de la Fig. 1 

elegimos una funci6n de la forma 

a(k) exp(-ikx) + b(k) exp(ikx) 

kc::p(x) :A(k) exp(-i5x) + B(k) exp(i�x) 

exp(-ikx) 
k E CC 

X ,'> ex 

tx 1 < 0<. (A-9) 

X <·o; 

Exigimos aue la funci6n de onda k'P sea contínua. Así
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mismo, puesto que el potencial es finito en todo x E .IR, 

o k1=' es también contínuq. {:integrando la ecuación (A-1). . en

un intervalo(x.
0

:- '(", x
0 

+t), x
0

arb., �4:1, puede desprenderse

tal resultado) 
Al evaluar k � y D kc::p en x = ± °"- y aplicar las condi

ciones de continuidad obtenemos 4 relaciones para las 

4 inc6gnitas a, b, A y B. Al despejar resulta 

A (k) = 
1 (1 + k
2 � 

exp [ i (k-s)o<.] 

B(k) =

a (k) =

b(k) =

k E (C

1 
(1 - k 

) exp [ i (k+s)oY. 
� 

exp (2ik-<) [ cos2s'« - � 

. .  f; k . �(-- - ) sen 2s�2 k e 
':> 

. 1/,?, 
) � �(t< < t Q ,l ) 

(J + 
�) 

sen 2'« J
( A-10) 

¿Para qué valores de la energía k 2 
> O de la onda inci­

dente el pozo se comporta como TRANSPARENTE? 

En(A-9)notamos que tal situación puede determinarse ha­

llando los valores de k para los cuales b(k) = O. 

En (A-10}, exigir b(k)=O impliG� que: 

o 

6 

� k 
k - � = o 

De hecho1si no hay potencial (esto
es,no se tiene inte�acci6n) no se 
tendrá onda reflejada

)
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2 

o Sen 2 � o<:. = O ., 

O< k! =[/�: t- Q0} ,n = 1;2,3 ...

(A:-11)

Para valores de k = k
n .d

ados en (A.-ll) la·· onda incidente

rio sufre reflexi6n� Si ésto ocurre ¿cuál habr� sidó, ento� 

cés el efecto del potencial sobre las ondas incidentes? 

.l?ara. 2�""= n la expresión (A-lO)indica.cme a(k
n)= (-l)n exp(2ikn.:�)

y la correspondiente función de onda, dada por(A-9), es 

n . . ·.

( -1) e xp (-ikn ( x - 2 O() J x> o<.

A-12

e xP(-'-ik x)n X <-O<.. 

para valores de k = kn dados en (A-10) 

e1 efécto neto del potencial se reduce a pro­

ducir un cambio de fase de la funci6n de onda. 

(el desfasaje e iaual al ancho del pozo) 

Buscamos estados ligados 

Una condición necesaria para que la función de onda re-

presente un estado ligado es que
k 

cf:> o • En (A-9)
IXl--4 o<> 

nuestra función de onda tiene el comportamiento exp(�ik�) 

para x < � Una manera de conseguir crue ella pueda represen-

*k2 es la energía de la onda incidente. 
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tar un estado ligado es exigir k = iyt, pues exp(-ikx) = 

exp ( T"\ x) -------.. O , si n) O. X--�-...,, l 

Tomaremos entonces k = i 1 , 'l > O 

Debemos verificar que la función de onda también tienda a 

cero en x --= Nótese la necesidad que a(k) se anule 

para tal valor de k, pues de lo contrario kCf(x) ----=
X --oc, 

Nuestra tarea entonces es buscar aquellos valores 

para los cuales a ( i1l_ ) = O 

En (A-10) tenemos 

a(i1l_ )= exp(-2")_0() [ cos 2�<:>c;- �( � 

; 
= t

o � \' o

a(iv-V=O ==> 2 cot(2s�)= � i 

:1 ) Sen 2 s0<J
; 

Usando 2 cot(2u) = Cot(u)- tan(u), resulta 

( Cot s"'< - i ) = (tan �O< - .!L ) = e 
.Y)_ � 

(A-13) 

lo cual conduce a C(C + Yl. +
5 

indicando que podemos elegir 

1) =
'l 

e = o 

o 

6 C= 21. s -( + - )
� "l. 

(por supuesto c no puede tomar ambos valores a la vez) 

En (A-13)

e = o => tan g°< = i (A-14) 
� 

e = - "'1 - _L ==> tan �o< = - .1... (A-15) 
� 'l � 
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Las ecuaciones (A-14), (A-15), pueden resolverse_ gráficamen 

te; aquí daremos una breve explicaci6n de c6mo solucionar 

la primera de ellas. 

En (A-14), como ; =(Q
0

-Yf)'/: se tiene que "1_ debe satisfacer

la ec. 

Ella se hace más simple si definimos la variable 

s = (A-16) 

pues ahora la forma es 

(A-17) 

Debemos buscar entonces los puntos de intersecci6n s = s. 
J 

de las gráficas de las funciones f y g dadas por 

f ( s) = s tan ( s)

g(s) = Voº�2 - $ 2 · (arco de circunferencia de 
radio {Q

0
o<.>..') 

f: 

z rr s 
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Si n rr < s < (n+l) rr existirán intersecciones, o sea ha-

brán n valores de s para los cuales se satisface (A-17). 

Usando (A-16) obtendremos los correspondientes valores de 

4. ESTUDIO DEL POTENCIAL

U(x) = -U Sech
2

0<: xo 

on.da tra.nsrni. Lda 

e xr.x-i k ;yv-

(A-18) 

�(k ) e x p( - i k x ) 
Ot\d a i.ncideri. te

. ori.da ref leJa.da.. � 
b( k ) e X p( Í k X) 

�-------)): 
u 

Fig. 2 

4.1 Ondas incidente, reflejada y transmitida.-

Deseamos encontrar los coeficientes a(k) y b(k) que a­

parecen en la figura 2. 

k
2

ºº 
=

2m 
E 

h2

2m 
u

h 

::::;'> 

o 

Cambio de variable 

f (x) = g (�) 

� = tanh (ce x) 

D2 f +(k
2 

+
2 

) f o (A-19)Q
0

Sech O(. x = 

- 2 ;Dg

(A-20) 
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Le damos la.forma de la Ec; de Legendre 

= s (s+l) 

-�·
_,,,, 

s ( s+ 1) - P
2 

] = o 
1 - g

'2.

k 2 
-- -p 
�2 

+[ s ( s + 1) -p ( p+ 1)] u = O 

(A-21) 

(A-22) 

Buscamos la funci6n que describa el fen6meno de dispersi6n 
esquematizado en la Fig. 2 

Cambio de variable a fin de llevarla a la forma de una 

ecuación hipergeométrica 

u ( � ) = V ( z) 2 z(l-z)Ú v

z = 
1
2 

=> 
( 12: f ) +[s ( s+l) 

+(1-2z) (p+l) Dv 

p (p+l) 1 V =

+ (A-2 3) 

ambos signos dan lugar a la misma ecuación diferencial. 

Nuestra ecuaci6n coincidirá con la ecuaci6n hipergeorné 

trica. 

2 
z (1-z)D v + (e-(a+b+l) z 1 Dv -abz = O 

(ver anexo al final de este complemento) 

si identificarnos los parámetros a,b,c corno sigue 

(A-24) 
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p + 1 = c a(p+l) = a+b+l ab = p(p+l)-s(s+l) 

De esta última expresión despejamos los valores, a, b, c 

c = p + l; b = p-s a = p + s + 1 (A-26)* 

La solución de (A-23) es entonces 

v(z) = F(a;b;c;z)= F(p+s+l); p-s; p+l; z) (A-27) 

donde 

F(a;b;c;z)� 1 + ab z + a(a+l)b(b+l) z 2 +l.c 1.2 c(c+l) 

+ a ( a+ 1 ) (a+ 2 ) b ( b+ 1) ( b+ 2) 3
1. 2. 3 e ( e+ 1) ( e+ 2) z 

Reconstruimos ahora los cambios de variaple 

u ( ) = F ( p+ s + 1 ; p-s ; p+ 1 ; i ( 1 :t ; ) )

reemplazando en (A-22) 

+ • • • 

� 

)g(�) = (1-s2
) ¿, F ( p+s+l; p-s; p+l; ½<l ± S) 

como f (x) = g (�) y � :: tanh (0<.x) , la solución de (A-19) es 

f ( ) ( P F (. 1 ( + ))x = Sech�x) p+s+l, p-s; p+l; � 1- tan h x 

s(s+l) Qo 
o( 2 

(A-2 8) 

* otra solución es c=p+l, a=p-s, b=p+s+l. Pero,como la se­
rie hipergeométrica es simAtrica bajo un intercambio de 
a con b,el resultado será el mismo. 
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0 Analicemos el comportamiento de esta solución en la re­

gi6n x� - =

Dado que 

Sech o.. x 

en (A-28) 

F(a;b;c;o) = 1 y además 

2exp ( 

tendremos 

x) ; tanh o( x ----+
X ----.-oo 

- 1

la cual para que tenga la forma exp ( -ikx), en (A.-2 8 )debemos 

elegir el signo + y además p = -i k/<>< . Luego 

f (x) 
X -·---;, - :,.o 

2P exp(-ikx) k.
; p = -i -

o(, 
(A-29) 

o Para el análisis en la región x- = nos es útil la si

guiente relación entre las funciones hipergeom�tricas. 

F(a,b,c,z) = ne) r(c-a-b) F(a;b;a+b+l-c,1-z) +
r(c_; a)r(c-b) 

r(c). rca+b-c) (1-z)c-a-b 
F(c-a;c-b;l+c-a-b;l-z)

l
1
(a) . rcb)

(A-30) 

que al ser usada en(A-28)resulta 

f (x) = ( Seche< x/> (r(p+l) r(-p) F (p+s+l; p-s; p+l í t( 1-tanh x)) +
r ( - s ) í' ( s-1 ) 

+ np+i) r(p) [1_(1-tanha_xf p F(-s;s+l;l-p;¡(l-tanh x)) 
r(p+s+l) r (p-s) 
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Como S ech �x ---- 2exp(-o..x); l-tanhoe.x----J-2exp(-2�x) 

F(z,b,c,o)=l y p = - ik

O( 

x�oo 

en(A-28� al tener en cuenta solo el sign o mas (+), obtene­

rnos 

f(x) ·-------, 2 P exp(ikx) [f(p+l)(
-1(-p) 

F (p+s+l;p-s¡p+l;exp(-2 °< xv+
Í(-s)r(s+l) 

X-� oo 

+ re p+ l) r (p) ---e:iq7(-·2ikx)F (-s · s+ l · 1-p •exp(-2 °< x))}· (p+s+l) (p -s) ' ' . ' 'J 

f(x) --:-----� 
X----

=2pf np+l) rc-p) exo ( ikx) + rcp+l) rcp)
lr(-s) r(s+l) ... 

r (p+s+l) [:-1(p -s )  
exp (·-ikx)} 

(P.-31) 

dir 

p = -i k

Resumim os los resultad os (A...: 28), (A-29) ,(A-3l)(luego de divi­

entre 2P) 

Al res olver la ec. de Schr odinger 

= o 

encontrarnos que la s olución que interpreta el fenómen o de 

dispersión de la fig. 3 es 

<f> (x,k ) =(1 SechoCx)-ik/0(, F(p+s+l;p-s;p+l;i(l+tanh x))

d onde p = -ik/0< (A-32) 
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Ella satisface 

"'f (x,k) ___ ___,, expf-ikx) 
X�-= (A-33) 

+<x, k)

donde 

X ----4 .oo 
a(k)exp(-ikx)+ b(k)exp(ikx) 

a(k) = r<P> r (p+1>
r(p+s+l) r (p-s) 

, p = - i k
O( 

(A-34) 

b(k) = 

exp(-ikx) 
+,J\J\ 

r<p+1> r <-p> ·

f(-s) rcs+l) 
s(s+l) = 

a(k)exp(-ikx) 
� 

� 
b(k) exp(ikx) 

------,)x 

2Q(x) = - Q Sech �xo 

Fig. 3 

4.2 Potenciales transparentes 

4.2.1 Condiciones impuestas a Q y � para gue no hayao 
onda reflejada 

En (A-33), para. k real positivo, tenemos 

'f'(x,k) ----------}a(k) exp(-ikx)+ b(k)exp(ikx) 
X� oo 

onda 
incidente 

onda 
reflejada 
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A la onda 

potencial Q(x) 

reflejada acompaña ei coeficiente b(k). El 

= - Q Sech 2 
O( x se col'!'Lportará corno transpa­

o 
rente si dicho coeficiente es nulo para todo valor de k. 

Teniendo en cuenta: 

- la gráfica de la función r

k r<-i-+ 1) 
O( - y que en la expresión para b(k) =

f ( s+ 1) r (-s) 

el valor de k aparece s6lo en el num�rador, 

ENTONCES cabe la posibilidad de conseguir b (k) = O si en 

contramos las condiciones bajo las cuales el denomina­

dor tienda a inf�nito. 

Todo lo que debernos ·hacer es exigir que: 

s + 1 = - m 

En (A-34) se tiene 

s(s+l) = 
Oo
o(2

m = 1,2, 

optaremos por tomar el signo menos (-1) que aparece delan­

te del signo radical (si s� toma el signo (+) se llega al 
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mismo resultado) s = (- � - � J1 + 4 ::. } ( O :;) rc-s) nunca

tiende a oc (ver gráfica de la funci6n f ) . En cambio 

s+l = 1 1 
2 - 2 v 

ºº 1 + 4 e><ª y si s + 1 = -m , m = O , 1 ,. 2 , 3 , • • • 

entonces f( s+l) 

Despejando el valor de Q
0

, 
rn = 

condición para que el 

1, 2,. . . potencial Q (x) = -Q
0

Sech2 o<.. x se comporte 

corno trans�arente 

4.2.2 Obtención de las funciones de onda 

aue describert estados ligados� 
2 ºº Q(x) = -Q Sech o<..x , tal que -

;i, 
= m (rn+l) o � 

(A-35) 

(A-36) 

L.os pasos seguidos desde (A-19) hasta (A-22) en la sección ante­

rior vuelven a repetirse

� = tanh ( e( x) 

� 2 (1-� )D u

+(rn(rnrl} 

(A- 37) 

- 2S(p+l}Du +

p (p+l)) u = o
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donde p 2
'/ m = 1, 2, 3, 

Buscamos la soluci6n en forma de una serie de potencias 

u ( � )
h=O 

que nos conduce al siguiente resultado: 

La soluci6n a la ecuación(A-37)es 

1.
�- = tanh (<>< x) (A-38) 

donde '(A-39) 

(p+h) (p+h+l) - m(rn+l) = -
ªh

(h + 1) (h+ 2)
h=O, 1, 2

1 
• •  • 

a1 constantes arbitrarias, p 2 =-(k/�)2

La solución es una combinaci6n lineal de una serie de 

potencias pares y otra impares 
,:h+2 

ªh+ 2 � 

como --

---;-b ªh ':> 

la serie converge para valores de 1 � 1 <' 1

Paral;l=l la serie A.;,,.39 qui.zás diverqe Sin embargo pa 

ra obtener estados ligados es necesario que f(x)---o -�---+ O<:) 

pero en nuestro caso tenemos que 
f(x}=(l-�

i.
t/2 u(�} ----e-c(PX 

X �oo 

(A-<10) 
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estando p por determinarse y u(l )  quiz§s divergente,nada.nos 

asegura que f(x) 
X ---,-.;,o 

o

Sin embargo, encontramos una salida a esta situación. 

Para· valores adecuados de p la serie de potencias de u da-

da en A-39- se convierte en un polinomio. En efecto, en 

su relaci6n de recurrencia el valor de m es fijo y si p to 

ma un valor entero menor que m · tal relaci6n indicará que 

los coe-f icientes ªh+2
son nulos a partir de cierto número 

entero h = h , si se cumpleo 

p + h = mo , p entero positivo (A-41)* 

donde p 2 k
2 

= 0(..2 y m es un_valor fijo elegido de antemano 

en(A-36) 

ºº 
Como -

2 
= m (m+l) el valor para p lo expresamos así:

o( 

2
_ p= -m(m+l)�

ºº 

(.A-42) 

La necesidad de exigir p > O es para asegurar que la sol u · 
ci6n a (A-37) cumpla f (x) -----, O • Esto puede verse 

x_�o.:> 
en A-40.
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Ejempl,_o l. Elijamos m=l en (A-36) 

Q(x) = Q Sech 2�x o , 
Q = 2 � 2

o
(A-4 3)

El correspondiente valor de p, en(A-42), es p = J- 2k 2/Q
0

1 

y 

la relaci6n de recurrencia, en A-39, es 

(p+h) (p+ h +1)-1 (2) a = ªh h+ 2 ( h + 1 ( h + 2 )
h = 

ó 
O , 2 , 4 , 6 • • . 

(A-44)
h = 1,. 3, 5, 7 

Si al ir incrementando el valor de h,, para algún h = h1 se cum

pliera nue 

p+h = 1 1 
�/ 2 1 o sea y-2k /Q0 (A-45) 

entonces, ªh +2 = o y así tod9s los coeficientes ªh ..1-')'1 � r
1 1 ' 4d ?:':: �--

h = 1, 2, 3, .. también serán nulos; u ( $ ) será un polinomio. 

La única posibilidad para ello es elegir p = 1 y h1 
= O, en

A-45. O sea debemos elegir un valor de k = k1 tal que k
1

2
= · 

kl =;.(Qo/ 2/h. ' 
Reemplazando este valor 

Q
0 

= 2 o<.
2 

(A-46)

en A-44 (para potencias pares) se 

obtiene a
2 

= O lo cual implica a2k = O para k = 1,2 ,3 •••••

La serie se reduce a u([) = a
0 

y la soluci6n,en A-38, esta 

rá dada por 

La constante a
0 

es elegida igual a� para así f se constitu 

ya en una funci6n de Jost. ( kc:p (x)------�
X --+ -oo 

exp (-ikx)) 
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En conclusión: 

La ecuación o
2 

f + ( k.
2

- Q) f = O
. 

2con Q(x) = - Q Sech c<xo , Q = 2e<...2

o 

a&nite como solución una funcion que describe _un estado 

ligado solo cuando k � k
1 

. .  Ella está dada cor 

1 

2 
Sech C'( x

Esta función cumple 

X ---- -oc 

k· 
1 

exp(�x)= exp(-ik1x)

A-47

A-48
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Ejemplo 2 . Elegimos m = 2 en .A.-36 

Q(x) 
2 

= -Q
0

Sech o( x , Q = 6 0( 2 

o (A-49) 

En A-42 p = v-6k 2/Q
0

es 

y la relación de recurrencia,·en A-39, 

= 0,2,4,6 ... 6-=
( p+h ) ( p+ h + 1) - 2 ( 3 ) 

(h +1) (h + 2) 
= 1,3,5,7 ... 

(A-50) 

Si para algún h = h2 se cumpliera 

p + h2 = 2 ' v-6k2/Qo + h = 2 · (p; • ..:..51) 
2 

el coeficiente a 
h2+ 2

sería nulo y también todo ªh +2h 
= O

2 

h = 1,2,3, 

En(A-.Sl)se presentan 2 posibilidades: p = 1 6 p = 2 

o Sea p = 1 =:> k = ki = -

0
6° = -o<,.2

la relaci6n de recurréncia en A-50 indica a3 = O, así 

todos aquellos coeficientes a3+ 2 h 
= O h = 1,2,3,

la serie para u ( s ) se reduce a: u ( s ) = a1 � 

La soluci6n que nos indica A-38 es 

1 

= a1 tarih(o< x) Sech�x) · ,

Elegiremos a1 = 

1 
2

15 = t arih e-\ X

k = io<. 1 
(A-52) 
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º Sea p = 2 

Con este valor de p, (A-50) indica que a2 = O y así·.
ª2h = O h = 1, 2 , · •••

u(�) = ªo

La serie (A-39 se reduce a

La soluci6n que nos indica (A-38) es
f ( X) = ( 1 - � 2 ) a

0

S h 2 k l.0 2 r-J 
= a

0 
ec ó( x , 2 = 

-_ 
(Elegiremos a = 1/4) o 

En conclusión ; 
· 

2 2 La ecuación D f + (k - Q) f = o
2 con Q ( x) = - Q Se ch O( x ,o ·  Q = 6o<. 2

o 

(A-53) 

(.O(> o ) 
admite como soluciones funciones que describen estados
ligados cuando k = i O( y k = i2 º(

k -=f{x) 
1 

= - � tanh�x Sech�x

k 'f(x) = 
2 

¡ Sech2 °< x

Ellas cumplen 

X--�- CQ 

dx 1 =6�

exp (o<x)

kt (x)
2 X-�-C>Q exp(2°<x) =

¡:r(x) dx =
12 0( 

= exp (-ik1 x)

(A-54) 

(A-55) 

(A-5_6) 
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Ejemplo 3. ·. Elegimos m = 3 en (A-36) 

2 Q(x) = - Q Sech <::(x , 
o 

Q - 12 O( 2

o 
(A-57)

En A-4 2 p = "\}-1 2 k 2 /Q
0

(A-39) es 

y la relación de recurrenciar en 

( p+ h ) ( p+ h + 1) - 3 ( 4)
= ª h+2 (h+l) (h+ 2) 

Si para algún h= h3 se 

(p +h3) = 3 o· 

El coeficiente ªh +
2

= O
3 .. 

cumpliera 

v
- 12 k 2/Q o 

ª
h (A-5 8)

+ h
3 = (A-59) 

= o h = 2, 3,4 

En A-59 se presentan 3 posibilidades p = 1,2, ó 3 

; 

La relación de recurrencia indica a
2 

= -5a
0 

·, a4= O Y

asi a2h = O 

se reduce a: 

h = 2,3,4, •.• La serie para u,en(A-39), 

u(�) =ªo + ª2 �
2= ªo(l-5 � 2)

i?. i/,1. f_ (x)=(l-- 5) .a
0

(1-Ss 1
) , s =

. 2 = a_
0

(Sechc:.<.x) (1-Stanh o<,x.) 
J 

Elegiremos a
0 

= - -

8 

tanhO( x 

i O{ (A-60) 
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' Q = l 2ó<_
2 

o 

Para h = 1 la relación de recurrencia (A-58) indica 

que y así = o a = O 
3 

, h = 1,2, ...

'La serie para h, en A-39 se reduce a u(;) = a1 s

En (A-38) tendremos 

2 f(x) = (1 _,) a1§

2 
= a1sech <:(x -tanhCl:_x ,

1Elegiremos a1 = - 4

� = tanh °(X 

i Q = 120<.
2 

o 

(A-61) 

Para este valor de p la relación de recurrencia (A-53) 

3(2) - 3(2) indica que a2 = ----�- a
0 

y así a2h = O(1)( 2). 
h = 1,2, 

Luego u(;) 

da por 

= a y (A-38) indica que la soluci6n está dao 

f (x) 
2 3/2= ( 1 -� ) ªo ' 

= a
0

Sech 30(x ; k 3

Elegiremos 

Conclusión 

1 a = o a

La ec. D2 f + (k2 -Q)f = o

con Q(x) = -Q Sech�xo ' 

tanh o<: x 

= i30( 

Q = 12 e<, 2o ( o<> O) 

(A-62) 

admite unas soluciones funciones que describen estados li 

gados cuando k = i O( , k = i2 , o k = i30( 
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1 

k c:p (x)
2 

kcp (x)
3 
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= 1 (1 - 5 tanh 2�x)Sech�x-8 -, 

1 tanh"x Sechoc;x= ... _ 
, 

1 3 = 
8 

Sech qx , 

, kl
= 

k
2 

= 

k3 = 

Ellas cumplen 

k+(x)
1 X -Oo 

exp (oe;x) = exp (-ik1x)

k c:p (x)
2 

X - 00 
exp ( 20(x) = exp(-ik2x)

k 9 (x)
3 X �-ea 

exp ( 3o:;x) = exp (-ik3x)

i O( 

i 2 � 

i3�

(A..:63) 
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ANEXO 

l. SERIE HIPERGEOMETRICA

F(a,b,c,z) 1 + ab z + a(a+l) b(b+l) + a(a+l) (a+2)b(b+l) (b+2) 3 + l.c 1.2.c(c+l) 1.2.3.c(c+l) (c+2) z ...

F ccnverge en 

donde e� entero neg. 

z 1 

z = l si real (c-a-b)> O 

z = -1 si real (c-a-b+l)> O 

2. ECUACION HIPERGEOMETRICA

z(l-z)y" + {e -(a+b+l)z  }y'-aby = 

La soluci6n general está dada por 

1-c y(z)=AF(a,b,c;z) + Bz F(a+l-c, b+l-c, 2-c; z)

válida para jzj< 1 

3. LA SERIE HIPERGEOMETRICA SATISFACE

F (a,b,c,z)
= f'(c) r(c-a-b) 

r (e-a) r (c-b) 
F( a,b,a+b+l-c;l-z) + 

+ rcc)f"'l(a+b-c)
rea) r{b)

c-a-b )( 1-z) F(c-a,c-b, l+c-a-b; 1-z 

Si Real (c-a-b)> O , Real (e)< 1 



COMPLEMENTO B 

LAS FUNCIONES DE JOST 
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La tarea de recobrar la funci6n potencial Q a partir de 

los parámetros de dispersi6n se lleva a cabo en una forma 

bastante comprensible usando las funciones de Jost; tal 

tarea la desarrollaremos en el Complemento C y lo que pre­

tendemos ahora es presentar el estudio analítico de tales 

funciones. 

Las funciones de Jost se originan a partir del siguien­

te problema: 

Para un valor f1jo de k <= ér buscamos 4 soluciones de la 

ec. estacionaria de Schrodinger 

- D 2 

ky + Q ky 
= k 2 

ky
- 1R (B-1) 

Q(x) 
IX 1 

que tengan el siguiente comportamiento asintótico 

k 4 (x) x _ • .2 exp (-ikx) 

k c:f>(x) ----exp( ikx) 
X---+.ao k 1' (x) 

------ exp( ikx)
X ---+oo 

------� exp(-ikx) 
X � oc, 

(B-2) * 

Notar que', en ( B -2) no se impone ninguna condición al com 

portamiento de las funciones k'f y k '-Y en la_ regi6n x -----> - 00 

4'> 
-

ni a k y k + en x 00 

* La,notación que usamos es la especificada en el Cap. 1,
expresi6n 1-5 a,b,c
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Ahora bien
1
cabe la posibilidad que existan algunas o­

tras funciones que, solucionando la ec (B-1) a la vez ten 

gan el mismo coportamiento asintótico indicado en (B- 2) 

Esto crearía ambiguedad en un desarrollo mátemático que 

se base en tales funciones. Para prevenirnos de estas di 

ficultades se ex�girán algunas propiedades más al poten­

cial Q(adicional a la que ya se menciona en B-1). ¿Cómo 

son específicament� tales exigencias?, lo podemos averi­

guar si expresamos la ecuación diferencial (B-1) en for­

ma de una ecuación integral. 

l. La Ec. de Schrodi�ger en forma

de Ec. integral

Empezaremos por expresar la ec. (B-1)

de 2 ec. diferenciales de primer orden 

Sea f = 
ky

se cumple 

D 2 

k 
y

+
k 2 

ky

D k
y 

= 
<J 

, g 

= QkY => 

=> 

= D yk 

og 

D 

+ 
k 2

f -g =

como un sistema 

(B-3) 

f = Qf 

o 

escribimos estas relaciones en forma matricial 

1 

1 o Df o - 1 f o o f
l+ = Q 

,Q 1 og k 2 
o g 1 o g/1 
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Así, la ec. (B�l), a través de la definici6n (B-3), es 

equivalente a 

]D 1Y 

donde 

w = r: 
· . . IA =

+ m(kl"'ii = Q.LA� 

o -1
1B (k) = 

k
2 

(: 
o

o

(B-4) 

1 o 
. ]I = 

o 1

La sóluci6n de la ec. (B-4) que satisface la condici6n 

inicial 

\Y (x ) =. o 

·f(x )
o 

g(x) 
o 

estará dada por 

W(x) 

J,x 
= e-(x-xo)JB (kl¡y (xo) + 

x 
e -(x-v )IB (k)Q(v)IA 'l{(v) dv (B-5)

donde 

-(x-x )JB (k) JI +e o = 

n=l 

o 

1 n n 

n! 
(x

0 
-x) 1B (k) ;

Se verifica que m 2 
(k) = -k

2 
JI, con el cual

n = 1,2,3, .•. 

luego 
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00 o0 

e(:xo-x) IB(k)= ][ } 1 2n 2n ) / 
1 

1 ( ) 2n+l 2n+l -
+ "iFl (2n)! (:xo-x) iB (k + 

n=O (2n+l) :xo-x - lB (k) 

= Cos k (x
0 

-x) 1I: + t senk(x
0�x) 1B (k)

e (x0-x)1B (k) =
ksenk(x0-x)

Reemplazando en (B-5) 

1 -- senk(x -x)k o 

Cosk(x0-x)

f(x) 

= 

\ g (x)

cosk(x
0

-x) -�Senk{x
0

-x)\

kSenk(x -x) Cosk(x -x) j
i 

o o 
g(x ). o 

+ 

/-1 Senk(v-x)k 

\ Cosk {v-x) 

o f {vi\

o 
I 

g (v) 

f(x) 

= 

. g(x) 

(B-6) 

+ 

dv 

en donde se verifca * que . g 
= Df, este fue nuestro punto de paE_

tida en (B-3) 

* ll( x ) = fx,,_ G{v,x) dv => (oH){x) = l
x 

o o 

;) Gax(v,x)dv + G(x,x)
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Así, hemos en9ontrado que 

La solución de la ec.diferencial de Schrodinger, ec(B-1), 

que satisface las. condiciones iniciales ky (x
0

), (o kYjx�) 

está dada en forma implícita a través de la siguiente ec. 

integral. 
. 

. (ok�(Xo). 1 rx 
kY(x) = kY(Xa)Cosk(:xo-x)- · k Senk(x

0
-x)- k J

Q(v)Senk(v-x)kY(v)dv

2. Ecuaciones integrales que deben satisfacer

las Funciones de Jost

FUNCION DE JOST k� k't (x) X--+°"' 
éxp ( ikx) 

(B-7) 

En (B-7) damos las siguientes condiciones iniciales 

(o 
k'P (x

0
) = éxp (ikx )

O. 

ik exp(ikx )o (B-8a) 

la ec. integral correspondiente es: 

k 
't' (x) = exp (ikx

0
) Cosk (x

0 
-x)-iexp (ikx

0
) Senk (x

0 
-xi-!{� (v) Senk (v-x) 0<v)dv

1 (xo = exp_
(ikx)+ k Jx Q(v) Senk(v-x) k 'r' (v) dv (B- 8b) · 

la coordenada x es tomada en la región x �'oo, y asío 
la ec. (15- a) suele expresarse como* 

* El criterio para afirmar que estamos en la región x --­

fue dado en el C ap. 1, pág.5
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k 't' (x) = exp(ikx) + � J7i(v) Senk(v-x) / (v) dv

X 

FUNCION DE JOST. k � : k e{:, (x) ------� exo( - ikx)
x----oc, 

.. . 

En (B-7) damos las siguientes condiciones iniciales 

k 4' ( x ) = e xp ( -ikx )o o 
(B-9a) 

(B-8c) 

la ec. integral que debe satisfacer k'f>es

kf (x)=exp(-ikx )Cosk(x. -x)+iexp(-ikx )Senk(x --x)-k
1{.Q (v)�enk(v-x)kq>(v)dvo o o o 

X . o 
X 

= e¡cp(-ikx) - ½ ¡ Q(v)Senk(v-x) k4'(v) dv (B-·9b) 

o 

I.a. coordenada x la tomamos en la región x ----4 - oo • así· la ec. 
0 0 

I 

B-9b) suele expresarse como

-l
;k -4=-· (x) = exp (-ikx) -

k. 
- 00 

En forma similar se obtiene

Q (v) Senk (v-x) k 9 (v) .dv

't . 11
= 

k = exp(-ikx)+ k Q(v)Senk (v-x)
X 

k T (x) = exp (ikx) - Q (v ) Senk (v-x) k+(v) dv
A-,

k
l

f

x 

• 00 

(B-9c) 

(B-10) 
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3. Condiciones bajo las cuales, las ecs. integrales a ser

satisfechas por las funciones de Jost, admiten soluci6n.

El camino usual para averiguar si.una ecuaci6n integral.tie

ne soluci6n es el método de aproximaciones sucesivas. A mane

ra de ilustraci6n, apliquémoslo a la ec. (B-9c) 

k 4' (x)
-ikx

= e klr Q(v)S enk(v-x) k9"(v) dv
-0!0 

Esta ec. es de la forma de una ec. integral de volterra de

segunda especie * 

. 
X 

k 4' (x) = f (x) +Aj N(x,v) k"f(v) · dv
- 00 

Con f(x) = exp(-ikx), 1 N(x,v)� - k Q(v)S enk(v-x)

).. = 1
1 se obtiene B-9c 

(B-·12) 

y 

En (.B-12) busquemos la soluci6n en forma de una serie de

potencias de \ 

k9 (x) = L cm (x,k) A.ro

ID=Q 
(B··13) 

. La idea a seguir es: determinar los coeficientes cm (x, k) 

de la serie en base a que kf satisface la ec. integral(B-12)

Y, luego,averiguar bajo que condiciones la serie corres·· 

pendiente a A = 1 puede ser acotada. Si esto fuese po-

* Ver ref. 26, p&g. 15,
A. pertenece a un intevalo real.·
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sible, entonces la serie es convergente, o sea k<i> existe 

0 
Determinamos los coeficientes Cm { X .1 k ) . 

Reemplazando 

[c
0 

(x,k)-f (x)} 

esto implica· 

(B-13) en (B-12) result� 

+ t [ cm+l(x, k)-f N(x,v) q,,
m-o --

c (x,k) = f(x) = o 
--ikx e 

( v', k) dv] A
ro+ 

i O , V- ). 

(B-14) 

cm+l (x,k)=I:N(x,v)cm (v,k)dv m = 0,1,2,3, .•.

la serie correspondiente a A= 1 en (B-13) es entonces 

k1'(x) = e-
ikx + L ¡:(x,v) cm (v,k)dv (B-15) 

m=o ·"" 

0 En el posterior trabajo de acotar la serie (B-15), resulta 

rá más cómodo usar k ep (x) exp (ikx)

Sea� (x,k) = exp(ikx)cm (x,k) m = 0,1,2,3, (B-·16) 

reemplazando (B· 14) en (B-15) y (B-16) resulta 

. \ 

k 4> (x) exp(ikx) = L hm (x,k) (B-1 7) 

h (x,k) = 1 o 

I"1m+l (x,k) �1: 

m=o 

N(x,v)h (v,k)dv; m m= O, 1, 2, .•. 

o Se procede a-hora a acotar la serie (B-17)¡ tomemos uno de

los términos 

X 

\,
+1

<x,k) {�-! Q(v)Senk(v�x)expik(x-v)l). (v,k)dv 

k = .s +i Tl_
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htt+l (
x

, 
k)

l 4[� 1t1 1a {v) 1 jsenk (v-x) expik (x-v) 1 111,,.,,<v , k) 1 dv

. los siguientes pasos son para demostrar (B-18)

usemos u = v-x. Corno v e (- o0 ,x) resulta que u G (- =,O) 

¡sen(ku)exp(-iku)j� � [fexp(iku)l + lexp(-iku>I] /exp(--iku/ = 

1 r 1 , · 
. = 2 Lexp(-riu)+exp(riu)Jexp(T)_u), k=s+ill

+ puesto que u < O , se c�ple exp (- 1. u) � exp ( - jri_ ¡u) . Así 

Si �-� O entonces jsenk(v-x)exp ik(x-v)I � 1 (B-:-18) 

Luego, se cumple 

lm+1
4) jo (v) j I h

rn 
(v , k) J dv, para Irnk � o (B-19) 

ID= 0,1,2,3 1 • • •  

A partir de esta relación de recurrencia, podemos demos­

trar el siguiente resultado interesante* 

1 1 1 [P (x)l '1"1'1 cm (x, k ) f m_t ·N , Im k ? O 

donde P(x) �¡X 

IQ(v) 1 dv 

4 00 

En (B-1 7) tendremos que, para Irn k � o se cumple 

(B-20) 

* Ver demostración en el Anexo 1 al final .de este comple­
mento
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<f'(x) exp (ikx) � 1 + L_, c (x,k)
k m=l m 

� 1 + L 
m =l 

1 
rn I

111 ' . 

l-P(x) l
= 

( P(x))lk 1 1 
exp lk 1 _, 

aseguramos la existencia de los valores de P. (x), x � 1R, exi 

giendo 

PO = ¡-, Q (V) 1 dV < = 

-<>a 

y así 

k�(x) exp (ikx)f �mt I cm (x,k)I, exp \ �:i
), para Im' k � O 

(B-Zl
/>:�

Por lo tanto kc:¡> , solución de la ec. integral (B-9c) 1 exis-

te. 

El procedimiento que hemos seguido nos permite comprender 

resultados adicionales. La ref. 1 (pag. 102 Y siguientes) , 

por ejemplo, nos conduce a lk -4> (k,x) exp(ikx)- 1 1 � M(x)exp M(x)

donde M (x) i� (x-v) 1 Q (v) 1 dv, de la cual concluyen anali ti,

cidad y contnuidad de k cp , para Irn k > 0 e Imk �O respectiva­

mente, sobre cualquier intervalo x � (- e.o, a] , a< oo , si 

1: 1 vj I Q(v) j dv . Todo ello concluye en el teorema 1 que 

hemos dado en la pág.14 de nuestro Capítulo l. 
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4. Unicidad de las funciones d� Jost

En la sección anterior hemos hecho referencia a las con­

diciones bajo las cuales las· funciones de Jost existen, ta­

les funciones son importantes pues con ellas el proceso de 

recobrar el potencial a partir de los parámetros de disper­

sión se torna bastante claro.- Nos interesa entonces que e-

llas queden bien determinadas. 

En esta sección queremos averiguar si, bajo las exige� -

cias hechas en el teorema 1 (Cap. l , pág.14 ), hay más de 

una función que tenga el mismo comportamiento asintótico 

que hemos exigido,por ejemplo, a la función k+ 

Sean k 4; , y k � funciones que satisfagan la ec.{a-9c ) g

[k .::J,1 (x)-k 4'� (x)] exp (ikx)= 

= - }j � ( v) Senk ( v-x) expik (><-v) 
[
k 4', (v) -k *,_ (v)] exp (ikv) dv

Sea A(x,k) = [k-{,1 (x)
_- k epa. (x) J exp(ikx) � k =s + il), (B-22)
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J X
Q(v)

. Senk{v-x)
k

expik(x-v) ( k) dA v, V 

- oO 

� j_1Qcvil 
1 

e-ik (V-' X) 1senk(v-x) 
k /A(v ,k) j dv 

Nótese que u == v-x < O ; 

Í.Sen (ku)exp (-iku)1= l-exp (iku)-exp (-iku�e -iku 
= 1 - e -2iku

[ k j 2ik ] 2ik 

2n t con Imk = "Y1_� O se cumple e L � 1, · pues t < O

o 

ISen(ku)e�p(-i ku) 
1 (. j � u

dt = -
u

= (x-v) 

IA (x,k) 1 �r IQ (v)A(v ,kl\Cx-v) dv
- OQ 

Sea G(x,k) =[(x-v) IQ(v)A(v,k) 1 dv � O 

se cumple: 

dG 

I
X º .. ax_ 

=
_ _ 

1 Q ( v) A ( v , k) j dv � o

(B-23) 

(B-2 4) 

( B-2 5) 
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así,con respecto a x,G es una funci6n no decreciente 

Los siguientes pasos son para demostrar (B-26) 

Para v E .(-oo, x] se cumple jA(v,k)I �G(v,k) � G(:k,k). Re­

emplazando en (B-25) 

�� � G(x,k l j�IQ(v)ldv = G(x,k) d� /� (x-v) Jo<v l / dv

llamamos q (x) =j_� (x-v) j Q (v) / dv

dG d 
dx - G ( x, k) dx q � O

exp[_-q (x}J �� - G- exp[ -q (x)J �� � O

-==> 
exp (-q ( t) J G (t, k) -[ G (x, t) e -q (x)Jx� _

00
� O => exp (-g(tl)G (t,k) � o·

t � lR 

Luego 

G(x,k) $ O ,. X E 1R (B..:.26) 

De (B-24) y (B-26) se concluye G(x,k) = O para X é lR 
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Usando este resultado en (B -25), obtenemos: 

,ll_(x,k) = Ü , XtlR 

De (B-22) se concluye 

k 4"1 (x) = k 42. (x) , 

Teorema 

Con las hipótesis del teorema 1, se.cumple que las fun 

cionés de Jost son dnicas 

5. Comportamiento de 9" Y 'f cu ando jk 1 -- 00 

En (B-9c ) tenemos 

k 4- (x) exp (ikx) = 1- t1: Q (v) Senk (v-x) expik (x-v) exp (ikv) k 4<v) dv

usancb (B-18) 

usando (B-21)

� ¡fz¡ J� IQ (v) [ / k 1- (v) exp (ikv) / dv

x rx 

i l�I r,Q (v) 1 exp [ I ;¡)= itl exp r �� )J. J Q (v) \ dv
.J--
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p 
o 

� ikí exp r��) 

9 (x,k) 
1 k 1 ----4 <:>Q. 

exp(-ikx) 

En forma similar 

't' (x , k) exp (ikx) 

6. Relaci6n entre las funciones de Jost

Hemos visto en la sección 2 de este complemento

o 

(B-27) 

(B-2 8) 

·que

la ecuación integral, por ejemplo, para la función+= +cx,k) 

tiene validez s6lo cuando I.m k < O. Sin embargo el valor 

� (x,k*) (k* significa el conjugado complejo de k) sí tiene. 

sentido cuando Im k >· O, y cabe sospechar que tal valor coin 

cida con <f>(x,k), o quizás NO. 

Este tipo de relaciones son las que se buscan en esta sec 

ci6n. 

o Empecemos con"f'(x,k) y "f(x,k*)

9" (x,�) = exp(i"<x)- � j� Q(v) sen°'(v-x) + (v, <'( )dv

= exp(i"(x)-V.� Q(v) ex¡;{io<(v-x��ex!'.Í!:"< (x-v))4'(v,"<)dv

Para Im o<�O 
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c:f> (x, k*) = exp (ik*x) - �• [ Q (v)

donde Irnk � O 

eikx(v-x)_e-ik*(v-x } -
. - ----tcv,k*)dv 

2i 

/x 
+* (x, k*) =exp (-ikx)- t 

j 

- 1j x

k 
- 00 

. -* 
Q(v) 

exp -ik(v-x
�
_-exp ik(v-x} 4 (v,k*)dv

- l

Q (v)Senk:(v--x) cJ;, * (v ,k*) dv; 

Esta ecuaci6n integral tiene la misma fonna que aquella para 4 (x, k) • ...;; 

Corno la solución es única (ver sección 3) concluirnos que 

k 

-·*'
'+' (x,k) = cp (x,k*) (B-29 )::;;:' 

•·•·· ----�·-··-·- ··-·-----�' ' 

k* 

para Irnk � O 

r.�.: .

0 Otra relación puede intuirse luego del siguient e razona-

miento. Si Iink�0, también Irn(-k*)�0, luego cabe la posi 

bilidad que exista alguna relación entr e Cf>(x,k) v .::\>(x,-k*) 

4:, (x -k* }=exp(ik*x)--1-
¡

x 

Q(v) exp(- ik*(v�x))_- exp ik*(v-k)_
' - k* 2i · 

<=f' (v -k*) dv
-Dé ' 

la cual m ooincide con la ec. para <=f' (x , k) , sin embargo si to 

roamos el valor conjugado com pleto obtenernos 

!
X 

* 
14 (x,- k*)=exp(-ikx)- -k C?_(v) 

a.o 

exp ik(v-;�-exp -ik(v-x)<t(v,-k*)dv
- l 
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que es la misma ecuación integral a ser satisfecha por 9(x,k) 

Como ],a _ soluc:ión es única, debe cumplirse que 

-k* 

' .  

---·····-· ···'- . .  ····· l 

. 1 

- . ----····-··· .: • 1 

k 

. -····-·····7 

<:f (x, k) = $"(x, -k*) (B-29b) 

para Imk � O 

º 'l'ambién ·, con Imk � O se tiene Im (-k) � o y esperamos 

haya una relación entre cp (::x:,k) ·y 4' (x,-k) 

- . -k 1
j

x - -ik(v-x)··l. X · e� (x, -k) =e - -k . Q (v)
_ 2 · 

_ c,,0 

. ik (v···x) 
e <f' (v,-k) dv 

-ikx 1 

ix 

ik(u-x) -ik(u-xl -
e 

2� e <=f (v,-k)dv = e - -
. 

Q (v) 
oO 

que es la misma ecuación integral a ser satisfecha por "? ( x, k) 

r- - - -- - -( '"P(x,k)= T(x¡-k) (B-29c) 

-----------·· >
para Imk¿ O 

1 .

-k
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Idénticos resultados se obtienen para 'f y 'P 

'"P(x,k) = Cf (x,-k) 'Y (x,k) = 

= e}� (x,k*) = 

= 'f
,i,; 

(x,-k*) = 

7. El Wronskiano de 2 soluciones de la

Ecuaci6n de Schrodinger

Wronskiano

i' (x, ··k) 

't' 
* 
(x, k *) 

� 
* 

cx,-k*> 

(B-30) 

Para f , g iR--4-�, continuas y de derivada también contí 

nua. Definirnos el Wronskiano de estas funciones 

W (f, g) = f D g - g Df 

Aplicaremos el resultado 

f, g son linealmente 

independientes 

(B-· 31) 

(B-32) 

a dos funciones que son soluciories de la ec. de Schrodinger 

Sea: 
- D

2 
f + Q f = k2 

f 
k k k 

(B-33 a) 

D
2 

+ Q g
= 

't 2
¡;. 
g

X' t-g 
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Multiplicando la prirrera por t-
g

para luego restar 

g D
2 f - f D

2 
g

r-
k k 'I' 

W( f) = {f 2 

__ k2 }kfv,0 D !'g ' k .d 

y la segunda por kf,

(B-33b) 

Este resultado nos indica que, s� en (B-33a) tuviéramos 

2 funciones soluci6n, correspondientes a un mismo autova­

lor, k2 = 't 2, entonces e1 wronskiano de ambas funciones es

una función constante. 

(X ) 
d 

, vx�iR (B-34) 

Siendo nuestro interés obtener toda la informaci6n pos_� 

ble a partir de lo que se conzoca en las regiones asint6ti 

cas, escogemos x en· tal regi6n (/xi 
' 

o 
� ) y así 

Conociendo el valor que toma el wronskiano en un punto 

x perteneciente a la reg i6n I x 1 o --� = , conoceremos el

valor que toma en cualquier otra reg i6n: es el mismo. 

Aplicac�6n.-

Sea Imk = O, k -=/- O. -En_ este caso podemos trabajar con 
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las funciones de Jost 4' y 'Y simultáneamente. 

Para x en la re_ gión x. o 

't' ( x · k) = exp ( ikx ) 
o' o 

o<> se tiene· 

't' (x ,k)= exp(-ikx )o o 

(o·'0cxo,k) = ikexp(ikxo) (o't'}cxo,k)= -ik exp(-ikxo)

reemplazando en (!3-31), obtenemos aue 

W (k't', k'f)(x ) =-2ik
o 

Usando los resultados (B-32) y (B-34) concluirnos 

Para Irnk = O , k fo, se cumple 

o -W(k 't', kf) (x) = -2ik ,Jlx é 1R

º k 'r, k 't' linealmente independientes 

(B-35) 

Si-elegimos x en la regi6n x 
o o 

- co obtenemos un resul

tado similar 

Para Irnk · ·= O, k f= O se cumple 

o W(kcp' kcp)(x) = �ik 

o k +, k Cf> son linealmente independientes

(B-36) 

El resultado (B-35) ha sido sencillo de obtener debido a 

que se conoce el comportamiento asint6tico tanto de k'-P como

de k't' en la misrra región x ---H>o .Para (B-36) ocurri6 lo mismo. 

Sin erobar go ¿cuánto vale W (k 'f , k cp)? J en este caso se cono
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ce el comportamiento asintótico de k'f en x --�00 pero

no el de k <f Esta discusión· la posponemos para el próxi 

mo complemento. 

ANEXO 1 La demostración de (B-20) es por indticci6n 

En (B-19), como h. (v,k) = 1, se verifica
o 

luego, (B-20) es válida para m = 1 

Sea ella válida para algún número natural m = n 

1 
1 1 ( P ( x) ). n 

hn (x, v) � n! -k-

mostremos entonces que (B-·20) será también válida para 

m· = n+l

lhn+l) (x, k)I �1� 1tl /o<v) 1 / hn (v, k) 1 dv

�J� ,!, lº(v)I!,( Í�li r dv

pero 1 Q(x)\= �� 
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INTERPRETACION DEL PENO.MENO DE DISPERSION MEDIANTE LAS 

FUNCIONES DE JOST 
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INTERPRETACION DEL FENOMENO DE DISPERSION MEDIANTE 

LAS FUNCIONES DE JOST 

= o Ec. de Schrodinger

Trabajando con potenciales independientes del tiempo, bus­

ca soluciones de la forma 

�(x,t) = f(x) exp(-i � t) 

la funci6n f debe satisfacer 

2 

- Ji D2f + Vf = � f
2m 

para, mayor comodidad usamos Q{x) =

, para x e 1R 

2m 

� 

(C-1) 

" 2m V(x) , k� = 2 E·,
h 

(C- 2) 

Las exigencias que hacemos al potencial Q están consideradas 

en la hip6tesis del teo�ema 1 (Cap: l, págs. 13 y 14). 

Como Q(x)-:-------,. o, el comportamiento de f en tal re 
lxl--¡Cc) 

gi6n estará gobernado por la ecuaci6n 

y as.í 

f = A exp (-ikx) + B exp (ikx), para I x 1---,> oo (C-3) 
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donde A, B se escogen arbitrariamente y k es, en general, 

un número complejo. 

PARTE l. Trabajaremos.con k real 

Teniendo en cuenta la dependencia temporal indi·cada en (C-1) 

la expresión ( C-3) muestra para _el caso k > O, una onda des

plazándose hacia la derecha, exp(ikx), v otra hacia la iz­

quierda, exp(-ikx) 

1.1 Ondas irtcidentes oroveriientes de la reai6n x 

En la Fig� -1- se esquematiza un fenómeno de disp�rsi6n 

y lo que deseamos es encontrar una función, solución de la 

ecuación de Schrodinger, que describa analítícamente tal 

fe]).6meno 

exp(-ikx) 

onda 
transmitida 

( X --,¡,-oo) 

�p(-ik x) 
onda ·1nci dente 

e xp( i k x) 
. on� 

reflejada 

(x� oo) 
X 

Fig. 1 Fenómeno de dispersión oriainado por un tren de on­
das incidentes al interactuar con el rotenciaJ. (k > O ) 
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.Nótese que lo identificado como ondas incidente, reflejada 

y trasnmitida tiene la misma forma del comportamiento asin 

t6tico de las funciones de·Jost y, precisamente, para des­

cribir analíticamente este fenómeno de dispersi6n es que 

haremos uso de ellas. 

La Fig. 1 puede ser mostrada en la forma 

onda 

t r a n sm i t i da 

( X -+-oo) 
Q 

onda incidente 

onda 

't' 
� 

, . reflejada 

( X-:, oo) 

Fig. 2 Fenómeno.de dispersión descrito en términos de 
las Funciones de Jost 

Usando el resultado (B-35) tene�os gtie, para un valor fijo 

de k real no nulo, { k 't1 , k't'} constituye una base del espa­

cio de soluciones de la ecuación (C-2). Siendo k4 otra de 

sus soluciones, entonces ella podrá ser expresada como una 

combinaci6n lineal de aquellas. 

k ..:P (x) = a (k) k 't' (x) + b (k) k 't'. (x) , k real (C-4) 

Usando el segundo miembro de esta igualdad, se verifica 



k 4' (x) X----�"""
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a,(k)exp(-ikx) + b(k) exp(ikx) 

onda 
incidente 

onda 
reflejada 

y usando el primer miembro 

kcp ( x) 
X�- oo 

exp(-ikx) , onda transmitida 

lo cual nos permite concluir que, para k real no.nulo, la 

función de Jost k+ interpreta analíticamente el fen6meno

de .dispersión de la Fig. 1 

En (C-4) despejemos los valores de a(K) y b(k} 

k 4' = a (k} k 'f + b (k) k 't'

D. Í = a (k) D it + b ( k} D. 1<.'f

a (k) 
= w (k+ , k �)

W(k't'' kt') 

w ( 't' +) = k , k 

2ik 

, k real (C-5) 

En física es más usual identificar en un fen6meno de dis 

persión, los coeficientes de reflexión y transmisión; para 

lo cual la expresión (C-4) la escribimos en la forma 
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T ( k) k 4' ( X) = k 'f-' ( X) + R ( k) k 't' ( x) , k real 

donde· 

T(k) = 

a·(k) 

R(k) = 
b (k) 

a (k) 

T( k ) e X p( - j k X)

on-da 
t'ransm i ti da 

(x---:-co) Q 

coeficiente de transmisión 

coeficiente de refiexión 

exp( -iKx) 
onda i ne iden te 

R( K ) e X p( i k X ) �ond a 
reflejada 

( X � o0) 

. Fig; 3 Fenómeno de dispersión descrito por (C-6) 

(C-6) 

1.2 Ondas incidentes �rovenientes de la reqiQn x -�-- co .  

En forma similar se estudia el siguiente caso 

exptikx� 
onda 

inciden te 

exp(-ikx) 
+----.. 
onda 

reflejada 

(x--ao) Q� 

ex p( i kx) 
� 

onda t ra nsm I tida 
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De acuerdo a (B-36), para k real no nulo, { k 'f', k <f } 
constituye una base del espacio de las soluciones de la 

Ec.(C-2�, siendo k� otra de las soluciones, ella se puede

expresar como una combinaci6n lineal de aqu�llas . 

. k 't' (x) =a(k) kcp (x) + b (k) k 4 (x) , k real. (C-7) 

donde �(k) rio indica al conjugado complejo de a(k) ni algu 

na otra operación hecha con a(k), es simpelemente un nuevo 

coeficiente que debemos determinar. 

En (C-7) se cumple 

k't' (x) a<k> ikx + b(k)e -ikxe 
X - 00. 

Íl' 
onda onda 

incidente reflejada 

k 'f ( x) X---
exp ( ikx) onda transmitida 

de. manera que,· para k real· no nulo, la función de Jost k 't'

describe analíticamente al fenómeno de dispersión de la 

Fig. 4. 

A partir de (C-7) despajamos los valores de a(k) y b(k) 

a<k> = b{k) = (C-8) 
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Cabe definir también los correspondientes coeficientes de 

transmisión T y reflexión R 

T(k) = 1 

a (k) 

R(k) b (k)
=--

a(k) 

y así (C-7) puede expresarse en la forma 

T(k) k'f (x) - = k + (x) + R(k) k + (x)

exp(ikx) -- _ � 

onda incidente 

R(k)exp(-ikx) 

onda reflejada 

(x�-oo) 

k real (C-9) 

� 

T(k) exp(ikx) 

onda 
transmitida 

( X - oo) 

Fig. 5 Fenómeno de dispersión descrito por 
C-9)

dLos coeficientes de reflexi6n y transmisión R(k) � T(k) 

que aparecen en la fig. 3, serán respectivamente iguales a 

los de la fig. 5 R(k), T(k)? 

En el Anexo 1, al final de este complemento, demostramos 
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R(k) 2 + T(k) 2
= 1 i T(k) = T * (-k) 

R(k) = R* (-k)

Idénticas relaciones entre si cumplen T(k) ·y P.(k) 

T.ai:nbién

a(k) = a(kf 

b(k) - -b(-k) 
Y.así

T(k) = T(k) 

R(k) = b(-k)
a (k) 

PARTE 2 Trabajaremos con valores de k complejos 

k =�+i-r¡ , 

2.1 Estados ligados 

(C-10) 

( C-11) 

Hemos visto en la parte. 1, expresión C-4, que para valo 

res de x real la función de· Jost kcp describe analíti.camen­

te el siguiente fen6meno de dispersión 

exp(-ikx) 

<-

a(k)exp(-ikx) 

� b(K)exp(ikx) 
( X --4 o.o) 

Eara k real 

exp (-ikx) X ---O<:> 

a(k}exp(-ikx}+b(k)exp(ikx) x ·--

y s�gún (C-10),a(k) 1- O pa-ra todo valor de k real.
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La validez de estos resultados que acabamos de mencionar, 

tuvieron su punto de partida en (C-4)� Ahora no podemos u­

sar esta expresi6n puesto que·el uso de las funciones k
'f

tiene sentido cuando Imk .�O, y el de las func:(.ones k 't' 
cuando Tmk¿,- o (ver Teorema l del Cap.l, pág. :un

Sin embargo, la expresión (C-3) no hace distinción a los 

posibles valores de k, el comportamiento asintótico que a­

llí se indi.ca lo tiene toda solución de Schrodinger (C-2} •

Valores particulares de A y B distinguen una función de o­

tra. 

En base� esfo, nos está permitido buscar una función de 

Jost, solución de (C-2), que tenga el siguiente comportamie� 

to asintótico 

exp (-ikx) X--�- c:><:> 

kcp (x) = ( C-12) 

a(k)exp(-ikx)+b(k)exp(ikx) x---

para k = s + i -r-¡ , 11 > O (k fijo} 

Nuestro interés: ¿Describe k+ un estado ligado?

Por estado ligado entendemos lo siguiente: 

Def.: 
IR---t <C 

describe un esta <=:i. 
do ligado 

f es soluci6n, no nula, de la 

ec. de Schrodinger, y ademá� 

j � (x) 1 2 dx < =
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Una condici6n necesaria- para que f . describe un estado. liga-

do es que se anule en la región ¿Cumple k -+ 
con esté requisito? La expresión (C-12) indica que esto 

. será posible sólamente si, para tal valor de k, el coefi-

ciente a(k) es nulo. Así, la búsquedi:!. de.estados ligados 

significa el estudio de la función lla"

Por ló pronto sabemos que 

. cp· 
k. 

J 

describe un estado 

ligado �-- a(k.) =
J 

o, Imk.> O 
J 

(C-13) 

2.2 -Expresiones anlíticas para a (k) · 

o 
Resulta interesante ver como la ecuación integral para 4=> 

deja ya traslucir el comportamiento asint6tico que se le 

exige en (C-12) 

= exp ( -:ikx)- if_: Q ( v)Senk (v-x)k'i' (v) dv
k <f. (x)

= exp ( -ikx) _ �1� Q (v) exp (ik (v-,d 
�:

xp(-ik (v-x�k'i'(v) dv
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Á partir de esta expresi6n (y procediendo de una manera no 

muy formal) podernos obtener el comportamiento asint6tico de 

-ikx
e 

k t (X) [.1-J�<v)��
kv) 

k+ (v}dvJ exp(-ikx) +

l + [1 � v) "'9?��ikv) k <f (v) dv J exp (ikx)

X--�·-°"'

X .,. 
) oo 

( C�l4) 

Identificando términos en (C-17) y cc..:..14) resulta 

a (k) = 1 - 2�k J�Q (v) e:J<p (ikv) k + (v) dv

b(k) = 2�
k 

J�Q(v)exp(-ikv) k+ (v)dv

donde k - -� + iri, , "1� O 

(C-15) 

0 Hay otra manera de expresar el valor de a(k), ella utiliza 

la propiedad de que el wronskiano de dos soluciones de la e­

cuaci6n de Schrodinger (C-2), que corresponden al mismo auto 

valor k2 , es una función constante (ver resultado B-34) 

En este caso usaremos k 't' Y k cp
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De la primera función sabernos q-qe 

· i7 (x} = exp (ikx} en x-+. oo 

y de la segunda, ia expresi6n (C-12) nos indica 

k::P'(x) = a(k)exp(-ikx) + b(k).exp(ikx) en x � oo 

Para evaluar el valor constante que torna el wronskiano, to 

memos un valor x
0 

perteneciente a la regi6n x --+ oo 

Luego 

w < 9;, 'Y > k k a(k) = ----
2ik 

= 2ika (k) ; para todo x e: m

; k =� + i""l ( C-16) 



.. 
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2. 3 PROPIEDADES ANALITICAS PARA LOS ESTADOS LI� .·

2.3 Propiedades Analíticas para los Estados Ligados

0 Cuando k� describe un estado ligado, C-13 nos indica
J 

a(k.) =O. Para este mismo valor k. la funci6n de Jost 

kr 
J 

gún 

o 

J J 

es también solución de la ec. de Schrodinger y, se-

C-16, W(k'J:' 
J 

' <f ) = ok. 
.J, 

Luego 

Si k1 describe un estado ligado entonces kt y kfJ . J J 

son linealmente dependientes 

( C-17) 

En (C-16) se expresa a (k) en términos de las funcio 

nes de Jost, de las cuales conocemos sus propiedades 

analíticas. 

Luego: 

Con la hipótesis del Teorema l(Cap. 1, pág.14 ), para 

la función J,'a" se cumple 

a(K) -es

a(IO es

con tín ua en Imk � O 

analítica en Irnk > O

( C-18) 
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o Ahora, de las funciones·analíticas sabemos que los va� 

lores k = k
j 

en las cuales ellas se an�lan, son puntos ai�

lados en el plano complejo. En nuestro caso particular, 

¿en cuántos de estos puntos k = k. se cumple a(k.) =O?
J J 

Para averiguarlo haremos uso_de la expresión (C-15). La i 

dea a seguir es demostrar que a(k) -----+ j_ 

lkl --4 OQ 
lo cual nos 

indicará que sólo existe un número finito de valores k. 
1 J 

pues ellos toman solamente valores discretos. 

a(k)-1 = 2:t 1=Q(v)exp(ikv) k'f' (v)dv

1 a (k)-1 ¡ ._ 21 ! 1 
j] Q(v) l lexp(ikv) k -J> MI dv

usando (B-22) l exp (ikv) k <f (v) 1 � exp (rkl )

don.de P0 = jjo (v) 1 dv, resulta

1 
1 Po . { P ) 

1 a (k) - 1 � 2 Tkf. exp _ l�I

Luego 

a(k) --'-------� 1

lkl-4 c,o 

y 

a(k.)=0 sólo para un número finitó
J 

de valores k = k. j = 1,2, ... N, 

o 

Imk.) O
J 

( C-19 )· 

o 
¿En que parte del plano complejo están situados los k. ?

J 
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Veremos ahora el rol que juega el hecho de exigir que el 

potencial Q sea real 

Supongamos que k _el-"' describa un estado ligado (lmk .) O)
J J 

2 ,,4..., 2
.,. D ·k 9+ Qk, = k .. . . JJ J 

tomando los valores conjugados complejos 

2 .. * * ( *) 2 · 1r, 

-D k 'f + Q k _4� = k · k .�
J . J J J 

, para Q real 

multiplicando estas expresiones por k _4>* y
J 

mente, y luego restarlas, obtenemos: 

integrando desde ... = hasta oe, 

= (k�
J

Como k .+ describe un estado ligado,

J 
r (k� - kt}bcf>cx( dx � o 

la integral es no nula, 

· . 2 *2 
41.�.rl .=(k. - k. )= o

J J J J 

- oO 

k _cp respectiva­
J 

-----o 

k2 
_, 
-/ �.=O

J 
_____ k_l_-t-·-·····-· - -------·-··---t ; 
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Luego 

Los valores k., para los cuales k � describ e un estado
J j . 

ligado están situados a lo largo del eje imaginario del 

plano c0mplejo, cuando el potencial Q es real. 

De esta manera podemos complementar el resultado (C-13) 

k :=1> describ e un estado a (k.) = o
o 

J 

ligado => Real k. = o e c.;. 20 >
J 

o 
El potencial Q, en la Imk.) 

J 
o 

ec. ( C-2) ¡ es real· 

Comentario.- En el estudio de los fenómenos no lineales 

se suele desdob lar el problema_ en un par de ecuaciones de 

primer orden (en forma similar a corno hemos hecho en B-"i') 

muchas de las cual_es son equivalentes a la ec. de Schrodin­

ger; Ec. C-2, pero con potencial complejo. Esto dá lugar 

a resultados un poco diferentes, como por ejemplo, que los 

k; no necesariamente están situados a lo largo del eje i-

maginario. (Ver Ref. 2
1

Págs. 67, 73, 160, sgtes). 

o 
Las funciones de Jost k :+

J 
El resultado (B-30) indica 

d 
. * * 

-r�(x,k) = 'P (x,-k )

son reales 

1 (x,k) = 
• *

'r (x - k ), 
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. * 
'f ( X , k . ) = t ,( X I k . ) , 

J ' J 

k.' 
.J 

Luego;

"" 
'f<x,k.) ='f(x,k.) . J J 

(C-21) 

En (C-17), la constante de proporcionalidad b:, entonces, 
J 

es real. 

kt=b. k) 
J 

J 
J 

; P. real

J 

2. 4 ·Estudio de los polos de la función "T"

(C-21b) 

En el proceso de recuperación del potencial a partir de los 

parámetros de dispersión, se presenta el t;>roblema de eva­

luar integrales del tipo:(ver expresi6n D-23) 

J. (y) = J T (k) <f' (x,k) exp (iyx) dk

r 

donde 

. T {k) - 1/a{k) , Imk� O 

r es una curva cerrada (semicircunferencia) contenida en 

el semiplano Imk.) O, en cuyo interior se encuentran todos 

aquellos valores k = k. para los cuales a(k.) = O 
J J 

Como "a'' es una funci6n analítica que se anula en un número f i 

nito N de puntos k = k., entonces la función T tiene polos 
J 

en dichos puntos 
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k-k.

A fin de facilitar la posterior evaluación ae la integral 

J(y), (esto se hará en el complemento D), en esta sección u-

saremos llevar a cabo dos.cosas: ·1ra. Evaluar la primera de-

ri vada de la función·• a" en k. 
J 

, lo cual denotaremos con

a'(k
j

) y 2do. demostrar que, como a'(k
j

) i O, los polos de

la función T son de primer orden. 

o Cálculo de a' (k.)
J 

En (C-16), 2ika(k) ={W(k+, k'f)} (x)

mayor simplicidad usemos 

\f X E 1R • Para 

Y(x,k) 

·Luego

't' , '.X 
(). 'f 
�X 

2ika (k) = ('f '1' X -r+x) (x,k),

derivando con respecto a k 

X E.IR 

2ia(k)+2ika1(k)= ( W(9>, 'tk) + W(1'k,'Y)) (x,k)

evaluando en k = kj

2ik
j

a' (k
j

) = ( W(,t ,tk)+ W(crk_, 't) ) (x,k
j

) , x·. m ( C-22)

nos será útil ahora el siguiente resultado (su demostraci6n 
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la darnos al final de presente complemento, en el Anexo 2) 

(e.o, k.) = N(-t,
k

,'f) (-oo, k.) +

J J . 

.2k. J+<>o 2
__J_ 

-· 
+ b j °'° 

( x, k 
j

) ax 

pues, eligiendo en (C-22) un x en la región x 

y reemplazando aquí (C-23), obtenernos 
.J • •  

( c...,2 3) 

----·4) 00 

2ikja' (k j)= lT·l(f, 'f
k

)} ( oo, kj) +{w(4'
k

,'-Y)} (- oo, k j) 

usando (C-17) 

2ik. a' (k.) 
J J 

+
2

:� f �2 
(x,kj) dx

J - O<) 

(C-24) 

lo.s dos·primeros sumandos del segundo miembro, son nulos 



a' (k.)
J 

Luego: 

= -�-(+\x,k .I
l. JJj. 

J 
- 00 
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l

oa 
b . 2 

� _.). r (X I k . ) dxl. J . 

b. 
a(k:)==-0 

J 
y

,. a (k.) = 
· J 

_ ___i :fo: oia-. 
J 

J Imk. > O
J 

(C-25) 

donde 

k
..-:P==b. ki'.. J 
J J 

constánte de normalizaci6n, 

el resultado (C-21) nos indica que b. y d. son constantes
J J 

reáles. 

o Mostremos ahora que los polos son de primer orden

- c_h 
T (k) 

- (k-k.) h 
J 

+ ... +

Cómo T tiene un polo en k == k.
J 

ento�ces, para cualquier k # k
j

que pertenezca a una vecindad 

.Sl. del k . , ella puede expresaE_
J 

se en una serie .de Laurent de 

la :f:orma 

c_l
(k-k.) + 

J 
L ªn<k-kj 

t , k � n

n==O. 

( C-2 6) 
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; h indica el orden del polo (h > O) 

e - = 

n 
·1 1 T(k) 

2fl'i (k-k.)n+l dk. n =-h,-h+l, ••• ,-1,0,l,2,_ 

J 
f 

. .. 

siendo f . una. circunferencia con ten ida en n y en cuyo in 

terior se encúentra k. 
J

Asímismo, la serie.de Laurent para la funci6n analítica a, 

es de la forma 
oO 

a(k) == ) . oen (k-k .)n 

n=O J 

donde 

1 a(k) = O( 
2-f(i n I (k-k.) n+l

fa 
J 

a(n) indica derivada de

Como a(k.) = o, en (C-27)
J . . 

' k é Sl

dk a (n) (kj)
n / 

orden n

tenemos 

a ( k) = O + a' ( k . ) ( k-k . ) + � 
1 
a " ( k . ) ( k-k . ) 2

J J • J J 

= 

( C-27). 

+ . . •

+ . • . 1 
1 

T(k) 
a (k) a'(k

j
)+ � a"(k

j
)(K-Kj)+ ...

En (C-25) se indica que a' (k.)f O. 
J 

Luego
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k � .k. 

J 

(k-k.)T(k) 
J 
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1 
=--=--:-:-� 

a' (k.) 
J 

,¡. o ( C-28) 

Este resultado será compatible con (C-26) sólo si h= -1 

Por lo tanto: 

Los polos de la función T.son· de primer orden. 
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ANEXO 1 

Relaciones· entre· a(k)·, b(k) y a(kl,· b'(k) . .... 

En (C-4) y (C�7) 

4' (x,k) = a (k) 'f (x,k) + b (k) 'f (x,k) (i) .

'f (x,k) = ª (k)9(x,k) + h(k)-<? (x,k) (ii)

El resultado (B, 30) indica que 4cx,k) = 'f(x;k), Cy(x,k) = 

't' (x, -k), el cual apl.i;carnos a las expresiones (i), (ii) 

luego de evaluarlas: en -k Obtenernos 

'<tcx,k)= a(-k)'t'(x,k) + b(-k)'t'(x,k) 

''t' (x,k) = a(-k) cp (x,k) + b (-k) 'f cx,k) 

(iii) 

(iv) 

Reemplazando (ii) y (iv) en (i) y teniendo en cuenta que 

kcp , kcp son linealmente independientes {k-:/- O) resulta,

· a(k)a(-k) + b(k)b(k) = 1

a(k)b(-k) + b(k)a(k) = O ( 1) 

En forma similar, reemplazando (i), (iii) en (ii) obténe-

mos· 

a(-k)a(k) + b(k)b(k) = 1 

a(k) b(k} + b(-k)�(k) = O ( 2) 
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También, para valores de k ;r:eal, el resultado (B-30) nos in 

dica 
* * 

:4,, (:x:,-k) =:= 4� (x,k); 4> (x, --k) = 4' (x,k) 

'f * ( X 1 -' k) = ·,_f ( X I k) i . 'r ( X 1 -k ) = f ( X , k)

resultados que aplicaremos en (i�, (ii) luego de evaluarlas 

en -k y tornar valores conj�gados complejos. Resulta. 

cp (x,k) 
* - * 

= a (-k) 't' (x,k) + b (-k)'i' (x,k) 

i (x,k) = a *c-k)9' (x,k) + b *(-k)<f (x,k) 

Comparando (i) con (v) y (ii) con (vi) 

y así 

a(k) = a*(-k)

a(k) - a*(-k) 

T(k) = 
T(k) = 

� 
T(-k) 
_1(:" 

T(-k) 

b(k} = b*(-k} 

b(k) = b*(-k) 

� 
R(k) = R(-k) 

R(kY = Rl-k) 

(v} 

(vi) 

( 3) 

Por otro lado, al comparar (C-5) con (C-8) (usando kc::p = -k<::f> 1

k'f =-k't') resulta

a(k) = a(k) ; así 

b (k) = -b (-k) 

T(k) = T(k) 

Reemplazando (4) en (1) y (2) 

a(k)a(-k)- b(k)b(-k) = 1 

(4) 

a(-k)a(k)- b(-k)b(k) = 1 

(5)
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Reemplazando (C-12) en (-15) 

a(�} a*{k) - b(k) �(k) = 1 

y así 

IR(k)/ 2 + IT(k)l 2 - 1 

ANEXO 2 

--t + Q-=f = k2cp
XX 

-'t' ;xx 
+ Q'f = k2 't'

-* - -* -
a (k)a(k)- b{k)b{k) = 1 

(6) 

IR(k)l 2 
+ IT(k)l

2
= 1 

(7) 

(8) 

Derivando· (7) con respecto a.k, multiplicándola luego por 'f 

multiplicando · { 8) por -q::, k

restando estas dos 'Últimas expresiones 

w c-b - + � = 2k cf' 'f
T XX Tk XXt( 

Evaluamos estas funciones en (x,k.) , y usando (C-17) resul 
J 

ta 
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integrando desde - 00 hasta o-o 

{ l 
w (c:pk,'f} J (oo,k.}J (-oo , k.) +

J 

(9) 



CO,MPLEMENTb D 

EL PROaLEMA INVERSO; RECUPEMCION DEL POTENCIAL A 

PARTIR DE LOS PARAMETROS. DE DISPERSION 
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1. Otra representación integral para las funciories de Jost

· 'f , c:p . La funci6ri K y· su relaci6n con .el potencial Q, -

La función de Jost k'r' está dada en forma implícita me-­

diante una ecuaci6n integral 

k't (x) = exp(ikx) + ! ¡:(v) Sen k(v-x) k'i' (v)dv (D-1) 

Irnk� O 

Resulta
-

conveniente (corno veremos en D-4) buscar una for

roa mas explícita para expresar k'f 

plantea 

Por ejemplo, si se 

k 't <.'<) = exp ( ikx) +L � (x, s) exp (iks) ds, Irnk � O ( D-2 ) 

nos preguntaremos cómo debe ser K para que kf satisfaga 

(D-1). · Nótese, en (D-2), que solo pueden determinarse los 

valores K(x, y) para los cuales y� x. 

El reemplazar (0�2) en (D-1) nos ha de conducir, luego 

de algunos procedimientos algebraicos que mostrarnos en el 

anexo 1 al final de este complemento (Ver D-33), a la si­

guiente ecuaci6n integral para la funci6n K: 



K(x,y) 

x+y 

-22 7 ..

r ly

+ (v

-

x) l l +
v

K(v,u)du dv +

2 Q(v)K(v,u)du 
-l +(v-x) 

dv ... para y� x

y-(v-x)
(D-3) 

Esta ecuaci6n, de apariencia complicada, nos proporcio­

na una relaci6n interesante entre la función K 1 el poten­

cial. En efecto, evaluando (D-3) en x = y obtenemos 

K (x, x) = 

2 

y así 

Q(x) = -2 d
d
x K(x,x) I 

(D-4) 

En forma similar se procede con la funci6n k<t, para la 

cual se introduce una nueva función K -- K_(x,y). Se ob­

tiene ( ver ref .1, págs 17 3 - 1 7 4 )

kll-� 
k+ (x) = exp(-ikx}- -� Q (v) SenK (v-s) kc::r (v) dv

k
'f (x):exp(-ikx) 1.: K_(x,y)exp(-iky)dy

d Q(x) = 2 dx K_(x,x)

(D-5) 
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2. Propiedades de la función K

Intentaremo_s despejar, en (D-2) , el valor K (x, y) en t�r

minos de 't' . Justifiquemos primero el resulta.do ,(D-6) • 

Para ello, con x fijo, definamos 

A(k) = 'f' (x,k) - exp (ikx) 

se cumple que 

f A(k)exp(�iyk)dx = O I Y"'lR 

rR 
. .

- R.

(f'R =r1ur2 ,es una c:u:r:va cerrada como se indica en la fig)

. pues la función sub;i.ntegral es analítica en el semi-

plano Imk > O. 

Cuando R ----,l oo tendremos 

· 1 A (k) exp (-iyk) dk · = 1
00 

¡,. (k) exp ( :--iyk) dk 
!t -oo

1. [ 't' (x,k) -exp (;lkx)] exp (.-;lyk) dk � ¡· [ '\-'(x, k) -exp (ikx]eJ<p(-iyk)J.t<

1 -� . 

fa es una curva, o¡-ientada. en sentido contrario a r 2

Reemplazando· (D .... 2) en (D-6) 

J] ·nx,k) _ eXJ? Ukx)] exp c-�yk) dk =

JJ f (x, s) exp (iks) ds] exp Hyk) clk 

(D-6) 
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= 1:(x,y)J:expik ($-y) dk ds =

X . .

1,,- K(x, s) 2'iT S (s-y) ds
k(x,y) 

. . . . .

y.>. X

y< X

.( D-7) 

Los valores K(x,y) que toma la funci6n K son reales.-

En (D-7), para valores de y.¿-. x se tiene 

K(x,y) = 2� j]'t'cx,k)-exp(ikx) l exp(-iyk)dk

K1x,y) = 2 � j}·r*cx,k) - e-l.kx] eiyk dk

Usando (B-30); 'f (x,k) = 't' (x, -k*). Para k real se ·cumple . 
. * ' 
'f (x,k) = J (x .-.k) 

K*(x,y) =· 2� J}'t<x,-k)-exp(-ikx)] exp(iyk)dk

cambio de variable k¡::; .,.. � 

= 2� [ =[ 't' (x, O\ )-exp (io< x) ] exp (-iy"\ ) (-d"( ) =

= 2 �1: ['J' (x, « ) -exp (i o( x)] exp (-iy"') d<>s 

K (x,y) = K(x,y) (D-8) 
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Se procede en fo;r;rna s.irni.la.:i:;- con K _ / se obt;Lene 

K 1 1 oo(..--+, ... e ... ikx)eiyk dk _ _ (x,y) = 2W
_ 00 

, 
(x,k) 

, 

(D-9) 

K (x,y) = 15...(x,y)

para y < x 

3� La Ec. de Marchenko 

La ecuación para K = K(x,y) obteni<la en (D.-.3) fue esta­

blecida en base a un proceso analítico que buscaba compati 

bilidad entre lo que expresaban (D-1) y (D-2). 

Lo que se pretende ahora. es obtener una ecuaci6n para 

K = K(x,y) pero que tome como base el proceso de dispersión 

esquemati zado en la fig. 1 intentado así relacionarla con 

-los parámetros de dispersi6n T(k) y R(k).

T(k)exp(-ikx) 
� 

onda transmitida 

exp (-ikx)

� - , 

onda incidente

R (k) exp ( ikx) 
-------> 

onda_ reflejada 

( X � - oo ) ( X � oc:t ) 

Fig. 1 En este esquema se está considerando k real y 
positivo 
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La expresión (C-6) _Lndic� 

T(k) cp (x,k) = 't' (x,k) + R(k)'f (x,k) 

' -- '* 
·para k real 'f (x,k) = 'f (x,k) 

' * 

(Ver B-30) . Luego 

T(k)cf:>(x,k)='t(x,k)+R(k)'f (x,k) , k real (D-10) 

Esta relación es nuestro punto· de partida para obtener 

una ecuaci6n para K (Nótese que ella interpreta el fen6rne 
' -

no de dispersi6n de la Fig. 2). El primer paso consiste en 

expresar cada uno de los sumandos en términos de K. 

Las relaciones entre las funciones de Jost 't' ,et> y las 

funciones K y K_es a través de (D-2) y (D-5). Dichas ex­

presiones sugieren reacomodar los sumandos en (D-10) en 

forma tal que aparezcan los factores['t(x,k) -exp (ikx)] y 

['f'(x,k)-exp(.-ikx)] El resultado es 

(T (k)-1) 4(x,k) = ['f (� 1 k) .:...expikx J +R(k) [f (x,k)-expikx] +

(D-11) 

Ahora, mantenemos fijo el valor de "x�' y consideramos a 

cada uno de los sumandos como funciones de k (k real)a las 

cuales aplicaremos el operador de Fourier � 

o 

· *"

Sea A1(k) = [1<x,k)-expikx] ( D-12a) 



-232-

= ¡-K (x,s) expC�iksl ds

X 

= j;_ !¡
=

;(x,s)SJq?(i(y-slk) ds dk = �t;(x,s)i�(i(y-s)k)dkds'"' rr/ · v� TI' · . X -�

J . X . 
-Oo 

1

0()

. 

1. .
= 

{ifi' 
K (x, s) 2'il' S (y-s) ds =

. X 

\Í� I<(x,y) Si y) X 

= 

o y<. X

0 sea A2 (k) = R(k) ['f <x,k)
° 

.... exp(ikx) J 

A2 (k) = ,R (k) f
x

; (x, s) exp ( iks) ds 

(y) = 1 1 ;(k) {
00

K ( x, s) exp ( iks) ds 
V2n )x 

- 00 

(D-12b) 

(D-13a) 

exp(iyk)dk 

= _L 
.
. ·;: (x,s>J;(k}expi(y+s)k dk d s 

2ft - 00 

. .  X 

= J: K (x,s) {11'(.R)} (y+s)ds (D-13b) 

<> Sea A3(k)= R(k) exp(ikx)

·. 
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(y)= � i· ;(k)exp(.ikx)exp(iky)dk =-_[(Fo�>} (x+y)
· v 2rr 

. -<>v 

(D-14)b) 

Q Sea: A4(k) = ct'<x,k) .... exp(-ikx) (D-15a) 

A4(k) = 1
.:

_(x, s)exp(-iks)ds

{ O'CA4 l } (Y) =--}- J:fKjx, s)expHks)ds exp(iyÍ<)dk 

= .·l: ,¡· :_(x;s) ¡
_
;xp(i(y-s)k.)dk ds

\/2¡( -
- <><.> 

. 
X 

= -/2"1� K_ (x, s) d (y- s)ds =J2r{�x,y-s')�(s')ds'

o si, y.-x) O 

{ (F(A4) } (k) = (D-15b) 

V2f( K_(x,y) si, y-x< O 

Con los resultados precedentes, de la expresi6n (D-11) obte 

nemos 

·_:_¡{T(k)-J}t(x, k)exp(iyk).dk =y2'il''K_..;(x,y) +¡;(x,s) [ f(R)}(y+s)ds +
�

-
. .

-oo . X 

+ [ 0:(R) } (x+y) para y < X

(D-16)
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_!__J(T(k)-1) "f (x,k)eJ<p(iyk)dk - 1/ifi'K(x,y) +1,:(x,s) (<f'(R) }!y+s)ds +
J� 
VG" -� X 

+ { � (R)} (x+y) . para Y> x 

(D-17) 

Como en (D-16) se tienen dos inc6gnitas K y K_, mientras 

que en (D':"'17) sólo a la función K", optamos por continuar a 

nalizando esta última. 

El procedimiento para evaluar la integral del primer miem­

bro de la igualdad (D-17) lo indicaremos en el anexo 2 al 

final de este complemento. El resultado es el siguiente 

(Ver D-38). 

·2_ (T(k)-1} cp(x,k)exp(iyk)dk=-��, d. e:xp ik.(}ety) +
1 = 

. N 

vR J-... J J

N 

L." d. exp [ ik. (y+s) J ds

j=l J ' ' J 
1 

para y) X 

( D-18) 

donde k., j = 1,2, ••. , N 1 son los polos de la función T(k) = 
J 

1/a (k). (Ver C-19 y C-28) 

Reemplazando (D -18) en (D-17), obtenemos 

d .. exp [ik. (x+y)J + .l_ { IF(R)} (x+y)J
J v2rr 

+ K(x,y) +

Jou N 

+ K (x, s) [ L d .exP[(ik. (y+s)J
j=l J J 

+ 1 { !r{R>} (y+s)l ds = O
vi rr ' J 
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Con la siguiente def ;i.nici.ón 

Sl. (.u)= L d. exp (ik. u) + .J:_ · lf f-'CR) }. {u)
j=1 J J V 211" 

donde - . 1
j ;{k)exp{iyk)dk 

v211 
-= 

{ (F ( R) J (u) 

la exp�esión anterior toma la form�

ÍL(x+y)+ K(x,y) +· r:(x,s)íl_ (y+s)ds ;::; O 
Jx 

• • y > X

Esta ecuación es denominada ECUACION DE MARCHENKO 
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ANEXO 1 

Reemplazando (D-2) en (D-1) 1 obtenemo$ 

1:K (x,y) exp (iky) dy = ¡� Q (v) lsenk �v-x
.
) exp(ikv) j dv +

+ r
=

Q 
(v) ! =rsenk?-x) exp(iku)] K (v, u) du dv

J � V (D-21) 

Usand6 las dos siguientes igualdades 

;
2v-x 

. l 

x 
exp (iks) ds = ik [ expik( 2v-x)-expikxj

expikv 
[ 'k( ). 'k( )7 2 ( 'k ) Senk(u-x)

= 

Ik exp i v-x -exp-1 · v-x 
..: 

· = exp i v k 

ju+(v-x) 

. . 1 exp(iks)ds =-rr
u-(v-x) 

exp(iku) [ exp ik(v-x)-exp-ik(v-x)] =

2 ik Sen k(v-x)= exp u 
k 

la expresión (D-21) toma la forma 

f
x

-;_(x,y)exp(iky)dy �; 

X 

+ 

l{
u+(v-x)

/· 1 exp(iks) as 

Lj u-(v-x)

J x  
V 

K (v,u)du dv



s 
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! ovl00

fu-t(v-x) . 

+ ¡
. · · · . -r� Q(v)exp(i�)K(v,u)J.

· ds du dv .
.) X V U- (V-X) 

(D-22) 

Los s umandos que aparecen en el segundo miembro de (D-22) 

los identificaremos con A y B respectivamente. 

º . En A intercambiarnos el orden de integración (jllstifica 

ci6n gráfica en la fig. 2) 

. � .. -.J. � .. '..-.···,.i. 
·'\""!. 

s 

¿·;_;•_, �· ..... _:" 
.' 
. 

. 

2v-x - - -
$ 

X X - - - -· 

X V X 

Fig. 2 

... .. 
- - -- -

V = 

x+s: -2-

-- -- -

V 



s 

2v-x 

V 

V-)(.. 

X 
·- -·-·1 

. 

/ 

1: 

/ 1 
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/ 

--·� \' 

.$1 (ú.) :: \l - (-.J - X) 

roo 

/ r 
F(v, k ) =

/ · l 
)V 

--4---�x-//1�-��----�----------, 
v-x ¡;• · 3 

U 

J.g . . -a 

< 
s 

:7• .' ·-· 

2v-x 

v-x

X 
-- -,-

Fiq. 3-b 

u1(s) =··s -(v-x)
,_;.> 

U 2 ( S) = S + (V-X)

1

2v-x s+(v-x) 

r (Ir, k) = [ / h ( v, s, u) du 

X V 

lec.,[ s+(v-x)

+ f h(v,s,u) 

2v-x s- ( v-x) 

J du 

{T 
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0 Expres amos Ben lé;:!, forro� siguiente 

B = r
=

F (v, k) dv (n6tese V� x)

�x 

donde 

(D-24) 

j, =1u+ (v---x) · · · · 

F (v ,k), = L� Q(v)exp(iks)K(v,u)] ds

· v . u-(v-x)

du ·(v fijo) 

(D-25) 

El orden de integración indicado en (D-25) es mostrado en 

la fig 3a. En la fig. Jb se indica c6mo podemos intercé:4� 

biar dicho orden y obtener 

F(v,k) 
f2v-x

�

's+(v-x) 

] 

) x 
v 

h(v, s , u )du ds + 

+¡

·o0
1

·
¡

s+(u

-
x) 

h(v,s,u )d�J· ds

. L s-(u-x) 
-'2v-x 

1donde h(v,s,u ) = 2 Q(v)exp(iks )K(v,u )

(D-26) 

Con f(v, s) 
is+ (v-x) .

i

s+ (v-x)

= 
v 

�(�,s,u )du ; g(v,s )= .. h(v,s,u )du

s-(v-x) 

(D-27) 

(D-6) p uede expresarse corno 

F(v,k) =r

z

:�:,s)ds + r = g(v,s)ds 

J X liv-x 

( D-2 8) 

Luego en D-25 tenernos 
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X 
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rr Zv

-\(v, s) ds du+r r g(v, s) ds

j X ) X ) X ) 2v- X

dv 

Nuevamente se desea intercambiar el orden de integraci6n 

s
s 

(D-29) 

s+x v{s)= .-
2

-

s{v)=2v-x 
2v-x 

X 

X V Fig. 4

rr
-x

x x 
f{v, s)ds dv =

= rr f(v, s) dv ds
· /s+x 
xJ-2-

V 

X 

X Fig. 

1] = g (V, s) ds.
· 2v- X

X 

du 

= . . 
2 

g {V I S) dv 
/

J

+x

-'X X 

Reenplazarros los valores de f y g dado s en (D-28)

5 

= 

ds

· . ,�� re-::, "'S+ (v-x) r�rs+x[ s+ (v-x) . 1 . 2 . 

B = / / / h ( v, s, u) du dv as + / / 
h ( v, s, u) du dv ds 

, ;S+X; · / , 
) xJT)v Jx) x ;s-;- (v-x) 

s+x 
2 

V 



-241-

r /-00 

f 

s+ (v-x) . '
rs+x 
¡· 

- - s+(v-x) 
B = h(v, s , u)du dy + /

2 
.
_ 

h(v,s,u)du dv ds 
. , )s+x . v J

' x s-:- (v-x) . 

j 
L 

2 · . . · (D-30) 

.IX 

donde h(v,s,u)= � Q(v)exp( iks)K(v,u) 

Reemplazamos (D-23) y .(D-30) en (D-22)

1"""' 
'k 

x 

K(x,s)e1 8ds

<>O 

= tr,f <v) dv J exp (iks) ds

X 2 

+ 

[¡= rs+ (v-x) 

½ 

x 1x;s 1 . Q(v)K(v,u)du dv 

s+(u-x) · 

1 
�(v)K(v,u)dudv eiks ds

s-(v-x) 

(D-31) 

�ecordando que hemos empezado con un valor fijo de x, defini-

mos

H(s)= 
X 

s+(v-x) 

K (X, S) -
. 

; Q (V) dv -
I 

roo
i,'OQ 

/x+s · x+ s
)-

2
- -.-

2
- V

� Q{v )k(v,u)du dv + 

jx;s

¡

s+_'(v-x) 
1
2 Q(v)K(v,u)du dv _ _ _ par a s -? x

¡ 
i 

lO 

x s- (v-x)

___ para s < x 

(D-32) 
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La expresión (D-31) indica 

1� ( s ) e
iks 

ds = O 

la cual es válida para todo k con Imk). O, pues en el pr� 

ceso llevado a cabo para establecerla no ha sido necesario 

hacer· restricci.ones k. En parti·cular será también válida 

para k real; entonces considerando condiciones de unicidad 

para la transformada de Fourier (Ver Ref. 2.5 pág. 469) , es­

te resultado indica que H = O , si a la· vez exigimos conti 
X 

nuidad de xH. O sea que en (D-32) tendremos:

' i."'º 

K(x,s)� ½ Q(v) 

x+s 
2··.

[ js+(v-x) j-
{

;s

¡
s+(v-:x:) · 

1 + K(v,u)du dv + � 
_ 

Q(v)K(V,u)du dv

v J s-(v-x) · 

para S � X (D-33) 
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ANEXO 2 

La integra.1 del primer miembro de la igualdad (D-17) d�

be ser evaluada a lo largo del eje k �e�l, y para ello apli 

caremos la técnica usual de trabajar en el plano complejo. 

Partimos de la siguiente relaci6n. 

lim 
R-4co 

donde 

( 
. 

. 

p. 
T (k) -1) "f (x, k)exp (iyk) dk 

rfi. . : 

= I2T
(kl-1) 0} (x,k)exp(iyk)dk 

= 

+ lim r(T(k)-1) 4,(x,k) exp (iyk ')dk
R�oe 1. 

t:R 

(D-34) 

( D-34) 

rR Y CR están especificados en la f ig. 5 del Cap. 1

Segfin (C�l9) lim IT<k)-11 = P • 
¡k¡-.c,a 

(B-27) t (x,k) exp (iyk) 

Imk> O, se cumplirá exp(i(y-x)k) 

Luego 

j (T (k)-1) +(x,k) exp(;Lyk) dk 

GR 

Asimismo, de acuerdo a 

exp i(y-x)k y, como 

-----�- O para(y-x)> O 
lkl �00 

O , para y> x 

(D-35) 
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En (D-34) se cumplirá, entonces, que 

1� (kY :..1) 'f (x, k ) exp ( iyk) dk" lim f T(kl-"Jfhx, k)e><p(iyk)dk =

R 

= lim- j-�(k) '-f' (x,k)exp(iyk)dk + limJ� (x,�)exp{iyk)dk
R->or, 

. 
. 

r
R 

· 
Gt

Como � es analítica en lrnk) O y contínua en Imk # O 

la última integral es igual a cero. Así 

-
-

r 
(T(k)-1)'4-(x,k)exp(iyk)dk = lim )f

.
T(k) <p (x,k)exp(iyk)dk (D-36) - a ..,J_

. . � 
De acuerdo a (C-19), la función T(k)=l/a(k) tiene un número 

finito N de polos en k = k. j = 1,2, .•• N. 
J 

Luego 

lim f T(k) <f., (x,k)exp(iyk)dk = 
R -.oo

r
A 

= 21'( i- f=
1

Res (ir (k) 4 ( x, k) exp ( iyk) ; kj}

basándonos en que los polos son de primer orden {ver C-28)

resulta, 

N 

= 2 i[ li m 
_{<k-kj)T(k)<=f'(x,k)exp(iyk)}

j=l 
k "-7kJ 

N 

= 2T'íi \flim(k-k.)T(k)74 (x,k
J
.)exp(iykJ.)L.-1L¡.¡,..,. � J �'

j=l 
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usando ( c-2 8)

- 2 'ír i

usando ( C-2 5) 

N 

= -2 ll i � d . 4> ( x, k . ) exp ( i y k . )
j=l J J J . 

usando (D-2) para evaluar 'f'(x,k.) 
J 

N 

= -2 ,�Jdjexp ik/x+y)

J=i 

i; (x, s) d .exp ik. (y+s)
J J 

Reemplazando (D-37) en (b-36)

1� (k) -1} 'f <x ,k) exp ( iyk) dk = 

N 

= -2 1Y L dj
j=l 

exp [ik. (x+y)J 
J 

N 

+ 

-2 l,¡:(x,s) E djexp [ ikj (y+s)j. ds
j=l 

as } 
( D-37) 

(D-38) 
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