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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Generalidades

El trabajo de esta tesis se enfoca en el estudio del comportamiento de impurezas en
gases bosoénicos ultrafrios. Para esto es necesario que, entre otros conceptos, se tenga claro
la idea de superfluidez y superconductividad. La superfluidez es un fenémeno colectivo en
donde las particulas que componen el sistema pueden fluir sin friccién o disipacién de calor,
y la superconductividad es una superfluidez cargada eléctricamente [22]. Por otro lado en
el aspecto cuantico, las particulas pueden ser de naturaleza bosénica o fermioénica, segiin
como sea su comportamiento con otras particulas de su misma especie.

A temperaturas muy bajas, es posible estudiar a los condensados de Bose-Einstein (BEC),
los cuales son un estado de fuerte atraccion formado por la condensacién de fermiones ligados
en el espacio real, conocidos como bosones moleculares, donde un niimero macroscépico
de bosones ocupan una sola funciéon de onda y, debido a su naturaleza bosénica, es posible
acumularlos en el mismo estado [44], ademas los pares asi formados son mucho méas pequeiios
que su separaciéon promedio y se presenta un traslape de estados muy ligero en el espacio
real [41]. Esto contrasta con la naturaleza de los fermiones, donde particulas idénticas no

pueden ocupar la misma funcién de onda debido al principio de exclusiéon de Pauli.



1.2. Antecedentes Investigativos

Este interés por la materia ultrafria nace en 1911 por Heike Kamerlingh Onnes [1], en
un experimerlgo en donde enfri6 una muestra de Hg por debajo de los 4.2 K usando Helio-4
y encontrd que la muestra conducia electricidad sin disipaciéon, razén por la que denominé
a este fenomeno superconductividad.

Posteriormente, diversos estudios colaboraron a la evolucién de las teorias de muchos
cuerpos a bajas temperaturas. En 1946, Bogoliubov [2] propone una explicaciéon microsco-
pica para la supcrfluidez, y presenta que las débiles interacciones repulsivas no destruian cl
cstado BEC, y quc la formacion del cstado BEC no garantiza la supcrfluidez, pucs depende
dc la cxistencia de corrientes que fluyen sin disipaciéon y requicre de corrclacionces - intcrac-
ciones entre bosones. En el mismo afio, Richard Ogg [3] propone la posibilidad de emparejar
electrones en el espacio real de modo que cumplan con la estadistica de B-ose—Einstein, tras
alcanzar la superconductividad en soluciones de metal-amoniaco. Tras otros intentos, fue
cn 1957 que Bardeen, Cooper y Schricffer proponen una tcoria para la superconductividad
denominada teoria BCS [4], la cual basicamente es una teoria de atraccion débil donde
se sugiere el emparejamiento de electrones con espin y momentos lineales opuestos que se
da en el espacio de momentos, obteniendo los denominados pares de Cooper [5], los cua-
les aparecian debido a que, mateméaticamente, los pares de Cooper son mas estables que
un electrén individual dentro de la red, lo que permite experimentar menor resistencia; y
fisicamente, los pares de Cooper son mas resistentes que los electrones individuales a las
vibraciones dentro de la red, ya que la atracciéon a su par lo mantiene més estable. Por
ello, los pares de Cooper se mueven a través de la red practicamente sin ser afectados por
las vibraciones térmicas (fonones) por debajo de la temperatura critica T, en la que se ve
la transicion a fase superconductora. Se propuso la idea de un estado colectivo en donde
muchos pares de electrones (o de fermiones) actiian juntos para producir al estado de cero
resistencia, visto mediante una funcién de onda de muchas particulas que corresponden a

un gran traslapamiento de pares de fermiones con momentum nulo del centro de masa, cero
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momento angular (s-wave) y cero espin total (singlete) [12]. La teoria BCS enfrent6 todos
estos retos e hizo predicciones cuantitativas para las propiedades de los superconductores.
Tras el éxito de la teoria BCS, se fueron -descubriendo varios fenémenos cuanticos de muchos
cuerpos que se sostenian en esta teoria, tales como la interferencia de dos BEC traslapados
(6], la fase de coherencia de rango largo [7], vortices cuantizados [8] entre otros. Lo que todos
estos fenémenos tienen en comin es la existencia de un estado coherente de muchos cuerpos,
el cual es un concepto que se introdujo fenomenolégicamente por Ginzburg y Landau en
1950 [9], con el fin de explicar mas a fondo la superconductividad.

Recientemente, un punto de interés es el estudio de gases cuyas componentes presentan
poblaciones muy desbalanceadas, donde los Atomos mayoritarios o medio circundante llevan
una amplia diferencia de poblacién con los &tomos minoritarios, también llamados impurezas
[10]. Cuando éstas impurezas interactiian con el entorno forman cuasiparticulas llamadas.
polarones. El entendimiento de la fisica de los polarones al interactuar con su medio
es un problema central en los sistemas de muchos cuerpos. Este problema fue abordado
inicialmente por Landau y Pekar [11], quienes demostraron que los electrones en un medio
dieléctrico son vestidos por fonones formando a los ya mencionados polarones. Las impurezas
que interactiian con los 4tomos del medio son denominadas polarones de Fermi o de Bose

seglin sea la naturaleza del medio [20].

1.3. Descripciéon del problema de Investigacion

En este trabajo nos enfocamos en los polarones de Bose y su comportamiento en sistemas
bidimensionales, resaltando sus propiedades espectrales. Para ello, en el primer capitulo se
define la funcién de Green del sistema y sus principales propicdades, ya que la funcién de
Green es una poderosa herramienta que permite estudiar los estados ligados del sistema
con y sin interaccién, ademas de ofrecer la masa efectiva y el tiempo de vida del polarén.
Y, a su vez, para esto se construye la matriz T, la cual permite explicar la evolucién de los

estados propios del sistema tras la interaccion.



La construccion de la matriz T es dada de dos formas diferentes: la primera es mediante
el uso de series de Born y la segunda es mediante una derivacion a partir de la ecuaciéon de
Schrodinger, corroborando asi la equivalencia entre ambos métodos.

En el segundo capitulo, se hace la descripcién de los estados ligados del polaron de Bose
partiendo del Hamiltoniano de Frohlich y usando dos importantes herramientas: la ecuacion
de Dyson y el ansatz de Chevy, y finalmente se muestra una implementaciéon numeérica de
la funcion espectral del sistema, dependiente de la energia del polaron y de la longitud de

dispersion, bajo aproximacion a estado fundamental.

1.4. Objetivos del Estudio

El objetivo principal de esta investigacion es entender las propiedades de cuasiparticula
de una impureza fuertemente acoplada a un condensado atémico de Bose - Einstein en dos
dimensiones, dichos resultados permitiran entender el comportamiento de las impurezas
cuanticas y propiedades relacionadas con su movilidad, vida media y energia. Cabe resaltar
que el estudio de impurezas mas alld del modelo de Frohlich incluyendo resonancias de
Feshbach es un proyecto original, que no ha sido estudiado previamente por la comunidad.
Los resultados de este trabajo seran relevantes para la extension de este modelo a sistemas

de la materia condensada y 6ptica cuéntica.



Capitulo 2

MARCOS TEORICO Y
CONCEPTUAL

2.1. Marco Teoérico

2.1.1. Funcion de Particién gran candnica

En esta primera seccion, se introduce el desarrollo de la funciéon de particién a través
de funcionales integrales que permiten relacionar el aspecto estadistico con el mecanico-
cuantico para darle un sentido fisico claro a las herramientas que seran usadas posterior-
mente.

De la fisica estadistica, sabemos que las propiedades de equilibrio de un sistema interac-
tuante en el ensamble gran candénico de muchos cuerpos siguen de una funcién de particion
gran canonica [14]

Z=Tr [e_ﬁm_"m] : (2.1)

donde 8 = 1/kgT, p es el potencial quimico, T es la temperatura absoluta del sistema,
Hy N son los operadores Hamiltoniano y nimero de particulas, respectivamente. Nuestro

objetivo es evaluar esta cantidad combinando la teoria cuantica de muchos cuerpos con la

5



integral de caminos de Feynman.

Asi como se vera, este objetivo se alcanzara escribiendo la funcién de particién como
una funcional integral sobre campos dependientes del tiempo ¢4(x,7), en la misma ma-
nera escribimos la funcién de particion para una particula individual como una integral
de caminos sobre trayectorias dependientes del tiempo :L'(T) Estos campos realmente son
autovalores de los estados coherentes [Ap. AJ, asi la ecuacion (2.1) se puede expresar en la

representacion de estados coherentes

7= [T] = e [Z ¢z¢a] (a8 1] 22)

el término ubicado entre los bra-kets puede ser acomodado de forma que pueda expresarse
en funcién del operador de evolucion, haciendo el cambio 8 = ir/h. Es posible ver que
ahora la ecuacion (2.2) tiene el valor de expectacion del operador de evolucion en distintos
estados |@q), usando [Ap. B3] y aplicar la rotacion de Wick (¢t = —i7) [46] para la forma

de este valor de expectacion, se tiene
N * .
<¢|e—it(f{—;d§/)/fil¢> — /1] g_jdqu
=1

T
donde lo que se hizo fue separar en N espacios el tiempo 7, que va desde 0 a 23, se aplica el

-exp(¢” (hB)p(hB))exp(—Se[4;, ¢5]/h), (2.3)

operador evolucion N veces sobre el estado dado en el tiempo inicial De esto, aplicandolo
en (2.2)

Z= }{ d[6°)d(Blexpl— Sz, ¢°)/A, (2.9)
donde la accion euclidiana (aplicable sobre el espacio euclidiano [42]) Sg[®, ¢*] esta deter-

minada por
. 0 .
Selo 01 =1 [ a7 [n [ awp(r) S0t + H@ (7). 8(0)
Dcfinimos al Hamiltoniano funcional gran canénico [41] como

272
H" 0= Y [ dosa(e) -

1Y o [aets@y @ Ve - 2w

w,af

+ Ve (x) — p}da(x)
(2.5)



La ecuacion (2.5) se sigue de la forma de la segunda-cuantizacion del Hamiltoniano y del
operador nimero, juntos con la propia definicién de estados coherentes, es decir (zga(x)|¢) e
do(x)|0) ¥y ¢BL|¢) = ¢r(x)|$), V¥ es un potencial externo, que no genera interacciéon
entre las particulas del sistema y V(x — x’) es el potencial que refleja la interaccién entre
particulas, ubicadas en los puntos  y x’.

La notacién abreviada para la medida de la integraciéon considerando que N tiende al

infinito ahora resulta

/d[¢*]d[¢] =/Hd[¢*]d[¢3] = /HH mdcﬁga
= 2.6
= / [ [ di¢ildea), 2o

lo cual, en principio, describe la forma de integracion en base a una nueva medida [45], ya
que en principio las diferenciales solo se valian de un solo indice, y luego se valdran de dos.
Con este primer resultado podremos entrar en detalle a la descripcion de sistemas de muchos
cuerpos a bajas temperaturas, pero antes es necesario estudiar un sistema ideal, para luego

tomarlo de base para describir a los sistemas con interacciones entre particulas.

2.1.2. Gases Cuanticos Ideales

Sea la funcion de particion Zg de un gas cuéantico ideal sin interaccion entre particulas.
Se deja entendido que en (2.3) se tiene una sumatoria en el exponente de la acciéon sobre

los indices a. Para el gas cuantico no interactuante, tenemos de (2.4) y (2.5)

h8 .72
Sol#", 9] =izj£ dT/dxd>;(m,T){h-§—7_ - Ve (a) —;L} ba(@,T),  (27)

y evaluando la funcién de particion, ésta se reduce para realizar una integral gaussiana sobre
los campos. Una de las formas posibles para evaluar la accién en la funcion de particién
para encontrar una expresion para la energia del sistema es el método de la funcién de

Green.



Método de la funcion de Green

Es la técnica méas conveniente y versatil, también la que se extiende mas facil para los
gases cuénticos interactuantes. El método consta en introducir explicitamente la inversa
de la funcién'de Green no interactuante G

0 wo (T, 752, 7'), la cual se puede apreciar que

aparece cuando la funcion evaluada es una funcién generadora [Ap. B1]

Zo[J, J*] =/d[¢*]d[¢]exp {Z/ﬂw dT/da:Zl/OwdT/

X /da:’(i)f,(a:, T)Ga;(lx,a,(:v,T; ', b (x'. 7 4 95 (x. T)Ja(z, T) + T (x, T) (T, T)} ,

(2.8)
donde, siguiendo el camino trazado en el Apéndice B1, se entiende que al medir correlacio-

nes, se tendra

1 §224(J, J*
20 6J% (2, 7)0d (2!, ')

= (¢pa(x, T) P (', 7)) = =G0 (T, 732, 7'), (2.9)

lo cual podria obtenerse tinicamente anadiendo los términos ¢ (x, 7)Jo(x. T)+J 3 (2, T)po(x, T)
al exponente de la funcién de particion, es decir que una forma tentativa de expresar ésta

funcion es

Zy = /d[¢*]d[¢]exp {Z/Oh‘j d'r/da:z/ohﬁ dT'/da:'d)Z(a:,T)G&iya,(a:,T;a:',T’)an:(a:’,T’)},
: ” (2.10)

donde la funcién especifica Go a! ,(x,T;2’',7") que conduce a esta expresion atn tiene que
determinarse. Para recuperar la forma de la accién, se ve que hay integrales e indices que
“no deberian aparecer, los cuales pueden omitirse si se anaden deltas de Dirac y Kronecker,

respectivamente. Aplicando esto a (2.7)

——So[d)’ 3 = Z/dr/d'r /dm/dx'tﬁ”(mv‘ Oaa(me ™o (', )
:——Z/d'r/dv' /d:n/d:nd)(mT [h——h 2—vli+vm— (2.11)

QSZ/(:B/! 7—/)601,01'6(7- - 7")6(3; - :1}’),
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factorizando las integrales y sumatorias

0 V2
GO (11 a,(fl:, 7; fl:,, T,) ﬁ, {h_a— - h’z =+ Ve — #} 5(1,4!’5(7- - T,)a(:l: - fI:,), (212)

y operando la inversa en ambos miembros, finalmente se obtiene

o 0 e
Saad(7 = 7)0(@ — 2') = —+ {ﬁE - h22vm Ut u} Goae (@ 73/, 7).  (2.13)

Se muestra de (2.13) que Gp.q o (€, 7; ', 7’) de hecho, es una funcién de Green en el
aspecto matematico. Para continuar, se define el valor de expectacion de los operadores
campo sometidos a un ordenamiento temporal, a través del teorema de Wick [43]

(Ta(, )P (', 7)) _—
=0(1 — T’)(J}a(m, T)Q])L,(w', ™)) +0(r — 7'/)(1;1, (', T/)'l/;a(il!, 7)),

donde T es el operador de ordenamiento temporal [41], (q(z, T)@L(w’, 7')) da la probabi-
lidad para que una particula individual que fue afiadida en (2, 7’) sea encontrada en (z, 7)
y 6(7 — 7') es la funcion de Heaviside.

Ya que el valor de expectacion es determinado en el ensamble gran candnico, vemos que

el operador de Heisenberg de tiempo imaginario J)a(a:, 7) es definido como
Doz, T) = e(ﬂ—uN)T/hq/j(x(m)e—(ﬁ—ul"f)f/h’ (2.15)
y obedece la ecuacion de movimiento de Heisenberg
ihdr o (x, 7) = Hio(x,T), (2.16)
en combinacion con (2.14) se llega a

ih-a%h(T[@a(w, )L (@, 7)) = hé(T — 7'){[Da(z, 7), B (. )])

, (2.17)
+iH (T [, )L (&', 7)),
usando las relaciones de conmutacién a tiempos iguales
[, ), %}, (@', 7)] = 6(z — ')ae, (2.18)

9



entonces, habiendo un factor 6(7 — 7') que permita usar esta propiedad

i

h { pd f]} [—i(Ta(z, TYOL, (&, 7))] = 6( — @) (2.19)

or

de esto se puede ver que, comparando con (2.13), la funcion de Green también se puede

describir usando

Goa il Ty, 7)) = —i(T[’lﬁa(m,T)’L&L,(%’,TI)D, (2.20)

que es la forma en que la funcion de Green para sistemas de muchos cuerpos suele encon-

trarse con mayor frecuencia en la literatura. [14,41].

2.2. Cuasiparticulas

En un gas cuantico no interactuante, las energias de los estados de particulas individuales
con masa mm estan dadas por

ﬁwk=8k—u=2—m—u, (2.21)

y la presencia del potencial quimico g implica que se trabaja en el ensamble gran canénico.
Esta relacion también es llamada relaciéon de dispersion o de energia-momento para
las particulas. Si el gas cuantico se convierte interactuante, entonces las particulas ya no
actuaran como si estuvieran separadas, ya que percibiran al medio que las rodea. Como
resultado, las interacciones entre las particulas cambian la dispersion (2.21), donde la razén
fisica para este cambio es que las particulas que viajan a través del gas ahora tienen que
mover a otras particulas de su camino (las repele) o arrastrar temporalmente a las particulas
vecinas (las atrae). El nuevo objeto compuesto por la particula y su entorno a menudo se
comporta muy parecido a una particula, por ello es sugestivo llamar a este compuesto como
cuasiparticula, y el espectro de excitacion resultante de la particula individual en presencia

de un medio interactuante es llamado espectro de excitacion de la cuasiparticula.
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Figura 2.1: Impureza sin interaccién pasa a interactuar con el medio que los rodea, formando una cuasiparticula

Para dar una base sélida al concepto de cuasiparticula consideraremos la funcién de
Green interactuante G o (x, T; &', 7'), y se buscara el espectro de excitacion de la cuasi-
particula para nuestro sistema de interés, y el valor de expectacion de cualquier observable
de una particula, todo esto a partir de la revision de las propiedades y la importancia de la

funcion de Green para el estudio de sistemas de muchos cuerpos.

2.2.1. Importancia de la Funcién de Green

Para simplificar la notacion, se usaran los operadores A y Ben lugar de los operadores
de campo 1/3&(:1:, 7), lo cual se volvera al cambiar al final para el analisis de resultados.

Se procede a desarrollar en funcién del operador ordenamiento temporal,
Ta(A(t), B()) = ©(t — ) A(t) B(t') — nO(t' — t) B(t) A(¢t),

en donde i = —1 si los operadores conmutan y 1 = +1 si los operadores anticonmutan al

evaluar su evolucién temporal

in A1) = [A), Holy » A(1) = o/ Ae=Fot/

11



La funciéon de Green de (2.20) puede separarse en dos partes
2 5t t) = %@(t' — t)([A(t), B()]s) (propagador avanzado),
Bt t) = —%(—)(t — !){[A(t), B(t")],) (propagador retardado),

entonces la funcion de Green vista anteriormente seria el propagador causal [50], dado

por

) . .
a,8(61) = = (T[A®), BE))), (2.22)
Sea la funcion de correlacién entre A y B

(A(t)B(t’)) _ lTr (e—ﬂfi eiﬁot/ﬁAe-iﬂoz/ﬁeiﬁoz'/nBe—u”fot'/n)

“ » A ) e (2.23)
= ZTr (PP A(t - £)B(0)) = (A(t - ¢) B(0))
De forma similar para (B(t')A(t)) = (B(0)A(t — t')), lo cual implica
TA,B(trt,) = Zl,B(t - tl)v (224)

asi es como se ve que la funciéon de Green solo depende de la diferencia entre los tiempos
de medicion.

Ahora, sea H|l) = Ej|l), entonces el valor de expectacion de A es
. 1 ey
() =Tx(pd) = 7 31D, (2.25)

y sea la funciéon de correlacion

(AWBO) = 5 3 e PRUADBO)I
lm
’ (2.26)

= % e~ PBF B Em) (1) A|m) (m| B|1),
!
también
A 1 . it E— A :
(B(0)A(t)) = Z Z e~ ABm et (Ei=Em) (1| A|m) (m|B|l), (2.27)
Lm
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si se representa (2.27) en forma de una transformada de Fourier

(BO)A(1)) = / © e,

o0 2T

mediante la transformada inversa

J(w) = /°° dte (B(0)A(1))

— 00

A R "00 )
= 5 S e Y AIm)miBl) | ate-EniBI

Im SR

usando la relacién
(o0)
/ dte™ = 2md(w)
—20

se obtiene

2 . .
= _Z’I e=PBm (1| Alm) (m|BIl)d(hw — Em + Ey),

Lm

J(w)

siguiendo el mismo camino para (2.26), se tiene que

© dw

(A(t)B(0)) =/ — P J(w)e ™,

—oc 2T

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

De la definicién del propagador retardado, se obtiene su representacion en transformada

de Fourier

Grsw) =5 [ dOWIADE +nBAD) e

-1 / dOW[(At)B) + n(BA®)]]",

—00

de (2.28) y (2.31)

L[ dw! i = (w—u'
Gl p(w) = ~%/_ 2—W(eﬁh“’ +77)J(w’)/_oodte( to(t),

haciendo

00 . o0 )
/ dtelwt@(t) — / dtezwt
—00 0

= lim dtci@ )t = 1im ( : >$

e--01 0 e—0t w + Ilf

f(w)
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y su transformada inversa
®© du [ e it
=50 2 =0+ J_oo 2m \ W + i€

F(t) = /00 d—c;f(w)e_i“’t = lim

haciendo el cambio w — w — '

b

€07 J_ o 2m w—w' 4+ 1€

0o ) s ot(w—w')t
F(t) = lim d(w — ) [ te

aplicando en (2.33)

) [ dw' (eﬂfiw’ + n)J(w/)
G, =1
A’B(w) e—l>r(?+ [/_oo 2mh  w—w' +ie (2.35)
separando en dos partes
00 /L Bhw! / o) / ’
G, g(w) = lm / RGeSO G |
’ €0+ | J_oo 2TThw — W' + e oo 2Thw — W' 1€
usando (2.31)
1 — (e PB4 pe=PBm) (1| A|m)(m|B|l)
G, =1 =
45() fare {Z g hw — (Ep — Ep) + e ’ [
y debido a la identidad de Sokhotski [44]
) 1 1 .
ll—r)r(l) (w + ic) =7 <;) F imd(w),
se tiene
© du’ / 1 1
r N\ e - 7 W B / i
GA’B(OJ) GA’B(w) c-lir(?r PN 27Th(e +n)J(W) <w —w 4t W-w-— ie)

= _i(eﬂhw + U)J(w))

en caso que tengamos A = Bt

G", i (w) = G% i (w) .
A,Af( ) . Gt ( — ImG) 41 (w) = _w.](w),
21 2
2 r
J(w) = _(EW-F_U)ImGA,AT (W), 2
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aplicando en (2.35)

e—0+ s mh w—w +ic

% du! ImGT, 1 (o)
Gy 1(w) = lim [— / Al | (2.38)

es decir, cuando At = B’, la informacién sobre la funcién de Green estd comple-
tamente contenida en su parte imaginaria, siendo ésta la razén por la cual, cuando
busquemos medir el espectro del sistema, tendremos que usar la parte imaginaria de la
funcion de Green.

Ahora, se buscara aplicar lo visto hasta ahora para los operadores de campo A= \i/k,a

y B = At. Sea un sistema de fermiones no interactuantes

A= Z(Ek — )] T a, (2.39)
k,a
sabiendo que se cumple
[\Ijk,aa F[]— = (ex — )Yk (2.40)

asi, usando la ecuacién de movimiento [Ap. A3]

lim (@ -+ i€) T () = (s Ty o) + (b — 1) Gy o (), (2.41)

+
e—0 a,o! Q,

y como (g o, Vi /] = Oa,a/ Ok k7, ademas

G;‘c,k/ (w) = (sa’a/ék,k;G;(w)’ (242)

a,of

haciendo k = k' y @ = o/, en (2.41)

lim (fiw + i€ — e + #)Gra(w) = 1,

e—0*t
T o(w) = lim : = |, (2.43)
ko =0+ \hw — € +p + 1€
separando en parte real e imaginaria
1
i = — ) —ihmd(hw — g + 1),
7 alw) P(fw—6k+u> hmd(hw — e + 1)
) pa}"te i
mmaginaria
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de esto

1
—TTﬁImGZ,a(w) =0(hw — ex + 1),

donde, por (2.38)

1
Aol — e+ p) = —=-InGY, o («) (2.44)

es la funcién espectral, en este caso aplicado a un sistema sin interaccion.

Por otro lado, si se toma t =t/ = 0 en (2.28)

(BOAO) = [ )

-0

haciendo A(0) = ¥ o y B(0) = \i'};'a y aplicando en (2.38)

w4
(W oThe) = [ 5 (-2f()ImGhw)
*©°d
== [ ) (~mhs(e e+ ) = Sk - ),
donde
fleg — p) = ! (para fermiones), (2.45)

Ao 11
donde se ve que la funcién de Green se relaciona con la densidad de particulas del sistema.
Lo expuesto en esta tultima parte muestra la versatilidad que tiene la funcién de Green.
Siendo la parte imaginaria de su expresion en el espacio de frecuencias la mas importan-
te por ser necesaria y suficiente para poder describir el desarrollo y la composicion de un
sistema de muchos cuerpos, dando forma a su espectro de frecuencias mediante su funcion
espectral, y por dar la densidad de particulas del sistema en el estado inicial. Se entiende
que estos resultados, si bien se mostraron para un caso sin interaccion en (2.43), es posible

extender estos resultados a sistemas interactuantes.

Al estudiar casos reales, los parametros mas importantes son los momentos lineales, las

frecuencias y las energias, las cuales nos permiten tener una vision panoramica de cémo se

16



comporta el sistema en estudio. Descomponiendo la funcién de Green usando (2.14)

GO;OL,(‘/ (z, 7; ', T,) = _i<T[17)a($i 7-)7/;(1;/ (IB/; TI)])
i ) ) ) (2.46)
= —i6(‘r - Tl)('w(x(wa T)'/’L/ (CB/, T,)> - 19(7- - T/)('l,bll(:nl, T/)d)u(m; T)))

donde se vi6 que el primer término es el propagador retardado, el segundo elemento
es el propagador adelantado, y en conjunto, a la funciéon de Green se le llama también
propagador causal, el subindice 0 indica que se aplica a un sistema sin interaccion.

Expresando al ket |z) en funcién a una base de kets |¢,) como

jz) = 16} (¢olz) = Z ¢1 ()] 60), (2.47)
y haciendo las siguientes consideraciones
Pz, t) =) ga(@)el(t), Dz t) =D du(@)e(t), (2.48)
y considerando unicamente al propagador retardado (t > t’), se tiene que
Gy, Ty, 7') = —i0(t — t')([ (@, )P (@, 7)), (2.49)

reemplazando (2.48)

(o730, ) = =0t = 0L d@)en(t): S8 ()0
(2.50)
= L]0~ ) (ORI

de esto se tiene una expresion mas pequeiia que no considera variables espaciales. Tomando
para v = v’

Gh(v,7,7') = —iO(t — t'){[&s(1), &L (")), (2.51)
considerando lo obtenido anteriormente, se puede llegar a

B _Z (e7B5m + e=BEn) |(m|&l ) 2
n—0 2 ~ hw + (Ep — BEp) + 1y

(2.52)
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esta es la denominada representacién de Lehmann del propagador retardado, el cual
estd expresado en el espacio de frecuencias, y mediante sus polos permite hallar los estados

ligados del sistema, evitando las singularidades mediante un término infinitesimal dado por

n.

2.3. Marco Conceptual

2.3.1. Ecuaciéon de Dyson

Hasta el momento, se ha tratado el casos de un sistema sin interaccioén, el cual en si es el
mas sencillo de abordar, pues hay mas herramientas adicionales que permiten corroborar la
eficacia de la definicion de la funcién de Green. Ahora buscaremos tratar casos con interac-
cién, los cuales tienen como fundamento principal la teoria de pertubaciones, donde segiin
sea el orden de perturbacion, se puede apreciar la aparicién de una infinidad de términos.
Sin embargo, es posible mostrar que éstos términos pueden reducirse a una sola funcién
denominada autoenergia, la cual ayudara a encontrar los estados ligados del sistema con
interacciones siguiendo un método no perturbativo.

Para empezar, se inicia con las ecuaciones de Schrodinger
o 0
(E - Ho)u P (z) =0,

donde se define H = f[o + V, siendo el caso en el que la interaccién entre &tomos no cambia
de forma considerable la energia total ' del sistema. Ademés, la funcién de Green cumple
por (2.19)

(E - MG(z,z', ) = §(z,z'),

(E - Ho)Go(z, 2/, 7) = (. '),

omitiendo por simplicidad los subindices «, & y notando que, por (2.24), la funcién de

Green solo depende de un parametro temporal 7, por lo que también se omite el factor
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d(7 —7') visto en (2.19). De esto, considerando que \I/g)(m) es la solucién homogeénea de la

ecuacion de Schrodinger, la funcién de or_lda del sistema con interaccién resulta
Vp(x) = v () +/G’O(:I:,m’,T)V(w’)\I/E(m')da:',
analogamente se tiene
Ug(x) = V() +/G(m,m',T)V(m')\yg’)(m')dm',
comparando
Gz, o', 7)V(z) V() = Go(z,x', 7)V (2') Vg (')
= Go(z,z'. 7)V(z') [\I/g)(:r) +/G(m,m',T)V(m’)\IJ(E(,J)(:c')dm'
= Go(z, o', )V + Go(z, z', 7)V (') /G(m,m’,T)V(x')mg’)(m')dm',
factorizando
Gz, z',7) = Go(z, ', 7) + Go(z, ', T)V (') / G(z,x',7)dx/,
donde ya es posible apreciar la recursividad. Aplicando la transformada de Fourier, se tiene
G(w) = Gow) + Co(w) VG (w), (2.53)

ahora, haciendo (q|V|k) = Vik, (4|Go(w)|k) = Go(k,w)d 4 y usando la completitud de los
estados ), |k)(k| = I se ve que al aplicar los autoestados |k) por derecha y por izquierda
se tiene [19]
G(k, k,w) = Go(k,w) + Go(k,w)VikGo(k,w) + Y Go(k,w)VigGol(q, w)VerGo(k,w) + .. ..
q
Aqui se define la cantidad X(k,w) como la suma de todos los términos intermedios

resultantes de estados inicial y final diferentes entre si

S(k,w) = Vik + 9 VigGol(a,w)Vak + D VigGo(q: ) VGo(l,w) Vi + ... (2.54)
ke T
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la forma diagramatica de (2.54) se ve mediante la Fig. 2.2.

gk g k I+k
.0 + 00 + O6-0-@ + ...
Vik Vig Var Vie Va Vi

Figura 2.2: Representacion diagramatica de la autoenergia como suma de todos los términos con estados inter-

medios, con k # g [19]

Usando esta definicién de X(k,w), se puede reescribir los diagramas de la ecuacion de
Dyson.

Ahora tendra la forma
G(k,w) = Go(k,w)+Go(k, w)}:(k,w)GO(k,w)+G0(k,w)2(k,w)Gb(k,w)E(k,w)Go(k,w)f .

esto puede mostrarse en diagramas de Feynman en la Fig. 2.3. Aplicando la identidad para
una serie infinita

G(k,w) = Go(k,w) |1+ Y _[E(k,w)Go(k,w)]"
n=1

1
T Gyl(kyw) — S(kow)’

finalmente, se tiene la ecuaciéon de Dyson

G~ (k,w) = Gyl (k,w) — B(k.w)

Figura 2.3: Diagrama de Feynman de la funcién de Green de un sistema con interaccion
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En base a lo mencionado en (2.43), se tiene

1

G(k,w) =‘fuu—gk—2(k,w)’ (2.55)
separando las componentes real e imaginaria de la autoenergia
Gk, w) = L , (2.56)
hw — e, — Re(2(k,w)) — ilm(Z(kw))
siguiendo el analisis dado en (2.52), la energia de la cuasiparticula seria
Epol = £r + Re(X(k, Epol)), (2.57)

Buscando explorar nuevas propiedades las cuasiparticulas , supongamos que éstas se
encuentran bien definidas y existen para pequellas excitaciones cercanas a Epo y de bajo
momentum. Tomando (2.56) y expandiendo la parte real de la autoenergia en serie de Taylor

- de primer orden, de modo que (k,w) — (0, Epo), se tiene

G(k,w) = (hu - {Re[z((], Epo)] + (2 = Bpot) % (ex + Re[2(0,w)])

" fo-Beel(2.58)

-1
+ k2 —a_ (Ek + Re[):(k, Epo])])‘ } - iIm[z(k’ w)]> :

Ok? k2=0

como Ep es un polo para la funciéon de Green, se entiende que todo el contenido entre las

paréntesis grandes es igual a cero, de esto se tiene que

k? == (ex + Re[E(k, Epa)]) +ilm([E(k, w)
6’62 k2-—-0
— = — (Re[2(0,
;o Rz

definiendo a la inversa del denominador del segundo miembro como ¢l residuo de la

funcién de Green G(k,w) [20] en el polo fw = Eq denotado por Z, se tendra [54]

—1
b
hw— Epo)

1 0
z- <1 12 (Refs0,0)
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asi, al acomodar los términos de (2.58) e introduciendo al residuo en la expresion,

G(k,w) = = a Z T L
hw—Eyo — 2 kzw (ex + Re[E(k, Epa)]) s —4ZIm[E(k, w)]
y finalmente se expresa como
Z
Gk, w) = 2 — (2.60)
hw — By — —— e —
PO 2m* T 27 (w)
donde
k? 2 1 0
5%: =7k <§E + EERG[E(IC Epo])] k2=0> s (261)
siendo m* la masa efectiva del polarén, y
1
—_— = —2ZIm oD k,w y 2.62
5 DL (262

siendo 7i(w) el tiempo de vida del polarén. Esto tltimo se puede apreciar relacionando

las ecuaciones (2.44), (2.34) y (2.43), obteniendo
Gk, w) = —i / ~ dw' A(w)e ™"t Q(t),
—n0
probando evaluarlo con las definiciones dadas de (2.60)
Gk, t) = —12mO(t) Ze 1 Eport/hgik?/2mm® o=t/27x(Epor) (2.63)

en donde se ve un decaimiento en la funcién de Green descrito por el tiempo de vida 7 (Epo1)
del polaro6n.
Finalmente, como la funciéon de Green se relaciona con operador de evolucion U(t) =

e~ H1t/h mediante

S ~ . ~
lim / dte™tU(t)e* = lim ih(hw — H +i€)~™! = iG(w)

e-+0* /o -0+

as{ para cuando € — 0% la funcién de Green también otorgara la tasa de probabilidad de

transicion, de forma que, para el espacio temporal
Wosp(t) = [{aliG(k, t)[0)]? ~ e~ 7 (Epa) (2.64)
donde se ve claramente que la tasa de probabilidad de transicion decae con el tiempo.
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2.4. Matriz T

Se inicia el estudio de la dispersiéon LS, donde dos particulas interacttian mediante un
potencial V= V(rl —73), que solo depende de las coordenadas relativas r = r; — 73 entre

tales particulas. Sea el Hamiltoniano total

H = Hy+V (desde coordenadas relativas)
52
= 1 + V! my = Mv
2m, My + mo

con m, como la masa reducida de las particulas dispersantes. Si la separacion entre las
particulas es tan grande que el potencial de interacciéon puede despreciarse, entonces se

tendra el hamiltoniano para una particula libre
Hol¢) = E|¢) (sin interaccion) = (E — Hp)|¢) = 0.

En esta region, la funcién de onda es una superposicion entre el estado dado por la onda
plana entrante con momentum relativo k y el estado dispersado con momentum relativo k'.
Por la interaccién se tiene un nuevo estado |¥), y como estamos interesados en procesos de

dispersion elasticos, la energia se conserva
(Ho+ V)|¥) = E|¥) = (E — Ho — V)|¥) = (E ~ H)|9).

pasando a la inversa

)= 1) = =210 = 1) = I9) + =19

(es una operacion recursiva de Lippmann-Schwinger(44]).

En la teoria de dispersion existe una cantidad relevante llamadan amplitud de disper-
sién, la cual es la amplitud de probabilidad para el estado inicial dado por la onda plana
con momentum relativo k de ser dispersado dentro de una onda circular con momentum

relativo k' (para el caso en dos dimensiones), y en el limite asintético (r —+ c0), cuando la

23



distancia entre particulas es mucho mayor que su rango de interaccion, la funcién de onda

|¥) tiene la forma de la suma de la onda plana entrante méas la onda circular saliente [18,55]

Uy =e¥49" — £ /- qr
(r|¥) =" — fy \/ e (2.65)

Ahora, en lugar de tratar explicitamente con los estados de dispersion |¥), es posible

resolver el problema de la dispersion de un modo méas conveniente.

Desde las series de Born

Para empezar, se toma la definicion de la funcién de Green sin interacciéon

Go(E) = lim —~
e—~0t [ — Hy + ie

y se aplica en la ecuacién de Lippmann-Schwinger
[0) = |¢) + GoV|¥) = |[¥) = (1~ GoV) !|9),

ademas, usando la propiedad de serie geométrica para una razén pequeiia

1
—=1+z+z2+z3+...,
1-2=2

entonces se tendra la serie de Born [47]
|¥) = (14+ GoV + GoVGoV +...)|¢). (2.66)

Basandonos en nuestra interpretacién de integrales de caminos, se ve que cada término
contiene al menos un “evento de dispersion”. Para cada término, la onda dispersada se pro-
pag6 libremente desde el altimo punto de dispersion hasta el observador. Esta propagacion

libre se puede factorizar usando (2.66) mediante |¥) = |¢) + |U),, siendo asi
10) = |¢) + Go(V + VGoV + VGoVGoV +...)|¢),

entonces, la sumatoria entre paréntesis es el historial de todas las formas posibles en las

quc la particula podria haber licgado a la ubicacion en la que sc da la dispersiéon al final
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[16]. Condensando esta expresion en el operador T v la llamamos matriz de transicién o
matriz T,

1) = |¢) + GoT|9).

usando la ecuacion modificada de Lippmann-Schwinger (aprovechando nuevamente las series

geométricas)

Tlp) = V(1 - GoV)7|¢) = V| D),

y de esto, también se tiene

T|g) =V|¥)
N 1

=Vl]p)+V — V|U),
9)+V 5, 11D
T|¢)

O .

T=V+V =

E - H,

asi se ve que la ecuacion de Lippmann-Schwinger se puede resolver iterativamente
|¥) = (1+GV)|¢) = (14 GoT)|9),
aplicando (r| en ambos lados, tomando |¢) = |q)
(r|¥) = (rlg) + (rIGoTlq)
= (rlg) + (r|Go|r = 0)(r = 0|Tq),
donde se puede hacer
m 1

Tlirglo(r|Go|r S US T h2 8mar

qr

finalmente se ve que

i 71l i
(r|¥) =" — (ﬁ 87rqre qr) (r =0|T|q)
) 2.67)
— eiqr _ G eiqr [ﬂ (
8mqr h2

(r=0ITlg)]
—
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Por otro lado, expandiendo la matriz T en serie de Born y considerando el primer

término como Ty = V

f =V — T,
E - Hy

Py = U b Vil ViVt
E - H, E-Hy, E-H,

para resolver el término enésimo, se propone al potencial de contacto V(7) = Vpd(7), lo
cual ayuda enormente en los calculos pues en el espacio de momentos se puede expresar
como V(E) = Vg, ya que la transformada de Fourier de la funcién de Dirac es la unidad, y
ademas el hecho de que la interacciéon sea de contacto (independiente de k) en el espacio
de momentos permite hacer la suma en términos de una suma geomeétrica [18]. Entonces,

aplicando estados sobre T}, se tiene

(r =0|Tnlg) = Vo + VEII(E) + VI2(E) + .. .,, (2.68)
1 . ’ .
con II(E) =5, mm—mr, pero haciendo continuo, se tiene
d*k 1
II ,
B) = | Gor B0 —ekjamy
asi
Vo 1 -1
=0|Tnlg) - (r=0|T]¢) = ——m—= — —1I .
(r = 01Tala) = (r = 0710) = {—porzs = (7 - TU®))

de este modo

1 d?k 1 -
(r=0T|q) = (70 - / (27)2 E + 0+ — ﬁ2k2/2mr> .

aplicando en (2.65)

m

fq=h_2

1 2k 1 -
— _ i - 2.69
(VO Bt (2m)2 E + iet — h2k2/2mr> ] (269)
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haciendo E + ie = hw, y se introduce A% como una energfa de corte (cutoff en inglés) para
la interacion boson - impureza, la cual se asume como la mayor energia que pueda medirse

en el sistema. Entonces

1 ke k _ My 2,.2) ke
H(E)_W/O dkrw_ e [in (~2hwm, + B2k%)|; ]

2m,
m —2m, hw m hw
= — a = “In A2 =K3/2
T (-Qm,hw + k?z) 2m h? <hw - A2> ’ a/2me,

tomando que A? > hw, es decir que A% es mayor que cualquier energia del sistema,

m 2hwm m Tw
— r -_— T = i —r—— = H 2
H(E) = Zrpin ( K2 ) pnie " < A2> (@),

siendo
. Vo . 1
C1-Wll(w)  1/Vp - I(w)

Sc define la energia de enlace E}, de modo que

T(w)

hw=FE, / lim T(w)— toc, (Ey es polo de T'(w))
hw— By

de esto

Y THE) =0

Vo v

1 My 2Eym,

— =II(E)) = —=In { — .

= 7 =B = o ( ¥ )
asi, haciendo i =1
1 2m 1

T(w) =

ms, _2Eb2mr My <_2w72nr T m, N (Eﬁ_> )
2 k§ 2 kg w
hasta aqui 7T(w) no depende de kgq, pero diverge en w = Ej,.

Devolviendo a su forma

T(E) = lim cil :

] 2.70
=0+ My < _|Eb| > 33 ( )
In|{ ———

E 4 ie
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de esto, en (2.69)

f, = = - = (2.71)
! %quﬁb )~ iH(E) Zin(kazp) — iH(E)

siendo agp la longitud de dispersion.

La matriz T describe fisicamente el resultado de un proceso de colisién, en el que las
particulas interactian mecanico-cuanticamente un niimero arbitrario de veces, de modo que
la matriz T suma todos los procesos de interaccion elementales que tienen lugar durante la

colision.

Desde la Ecuacion de Schrodinger

Por otro lado, sea la ecuacién de Schrodinger en 2D [52]:

(;hz V2 4 V(r)> U(r) = BY(r), (2.72)

my

donde E = h%k?/2m,. Separando en coordenadas polares

10 o, 1 /02 0 om, V() B

haciendo separacién de variables

oo
U(r,0) = > aR(r)Ty(6), (2.74)
=0
de esto, se ve que
*Ty(9) | 2 1
NPT +1°T(0) =0 = T;3(0) = \/—;cos(lﬁ), (2.75)
1d dRy(r) o 2m.V 12
| r— k* — -—= )R =0, 2.
7 dr (T dr ) + ( e e (r) =0, (2.76)

si se hace R)(r) = u;//r, se tiene

2 r my 2 _
d ;{g )y <k2 2 }_sz o« T21/4)> w(r) =0. (2.77)
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Es importante mencionar que para los gases ultrafrios se suele trabajar con ondas-s
(I = 0) y con distancias muy largas entre particulas, por lo que la interaccién entre ellas

V(r) tiende a cero, considerando esto para (2.77)

2ug(r
druo(r) dv?z( ) + <k2 + 41%) ug(r) = 0, (2.78)
se tiene
ug(r) = Ao/ [Jo(kr)cosdy — No(kr)sendy), (2.79)
asli
Ro(T) = U(\)/(;) X A() [COtO_()J()(kT) - No(kr)] 5 (280)
se define
. 1 du (r)\
b= (Rul(r) . (;r J 2

lo que implica paral =0

xNy(x) — BoNo(x) ‘

cotdp(FE) = : £ =kR, 2.82
o(B) zJ}(z) — Bodo(x) (282)
h2
con E <« Eg = S B2 ykR< 1,
Jo(z) = 1+ O(2),
(2.83)

No@) = 2 (1n(50)) + 0@,

con R como el alcance de la interaccion y v como la constante de Euler-Mascheroni [17].

Asi

cotdg(E) = % (ln(%)) + O(x). (2.84)

Ahora, resolviendo (2.77) de forma general
Ri(kr) = AL Ji(kr) + BiNy(kr), (2.85)
se tiene para el caso asintotico, por definicién de las funciones de Bessel
Ru(kr) — Ay(kr)™2cos(kr = 2(1+ %) +5). (2.86)
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junto a la ecuacion (2.75), se tiene para (2.74) que

(e o]
1
U(r,0) = > Ay(kr) ™ V2c0s(kr — =(1 + =) + &), 2.
(r,0) ; (kr)™ Feos(kr — (I +2) +4) (2.87)
y como es posible expresar una onda plana en dos dimensiones como [51]

oo
ihe — gikreosd = " eitcos(10)Jy(kr), (2.88)
1=0

e

donde €9 =1y €50 = 2, y como para el caso asintético se tiene [53]

1

5 (2.89)

2
Jy(kr) = 4/ ——cos(kr — %(l +3

wkr

entonces, reemplazando (2.88) y (2.89) en (2.87) y comparandolo con (2.65) se tiene que

Zen cos(10) \/—cos(kr _ —(l + )) - Zkreikr _
i Apy/ Lcos(l@)cos(icr — z(l + l) 1+ 8)
=0 l kr 2 2 b

(2.90)

separando coeficientes de e**” y e7%7 se encuentra que

Al = E(?:l \/;(?th, (291)

asi, aplicando en (2.90) se tiene que

_ ] —im/2(1+1/2)
fo= IZ(; e1i-cos(lf)e [cot&, } Z Ji(k), (2.92)
asi, para | = 0 y usando e~'"/* = /=i, se tendra
e I e (2.93)
O™ = | cotdo(BE) — i) '
usando (2.84) [15] :
. -4
fo(k) = 2 kRe? i (2:94)
—In( —1




comparando con (2.71) se tiene que

Re?
ap = Tv (295)

y de esto, la energia de enlace depende del alcance de interaccion de la forma

h? 4h?
E = — = —
i 2masy, 2m, R2e27’ e
o de otro modo
E, = 4Epe 2", (2.97)
Asi, de (2.84) se ve que es posible la relacion
2
cotdg(F) = ;ln(kagp) -+ O(kR), (2.98)
y como
(]COQD)Z = E/Eb7 (kR)2 = E/ER:»
se puede ver que
1
cotdg(F) = ;ln(E/Eb) + O(E/ER), (2.99)

y de (2.69) se concluye que la amplitud adimensional de dispersion se expresa como

fo= 5 (r=0Tlg), (2.100)
lo cual también puede expresarse como [18]
’ 2m, T(h2k2
f(k) = 5~ (ki T(R°k /2 ) K ), (2.101)

asi se ve que los elementos de la matriz T estan directamente relacionados con la amplitud
de dispersion, ya que la amplitud de dispersion es la transformada de Fourier de la matriz
T. En resumen, la matriz T describe el campo dispersado en todo el espacio, incluso dentro
de la region de interaccion. Por lo tanto, la transformada de Fourier de la matriz T describe

el mismo campo dispersado en el espacio de momentos. La amplitud de dispersién, por otro
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lado, solo describe el campo dispersado en la regiéon de campo lejano (r — oo), por lo que
se entiende que los diferentes componentes del momento se separarian espacialmente, con
el resultado de que la amplitud de dispersiéon deberia reflejar la transformada de Fourier del
campo dispersado. En otras palabras, solo el componente de amplitud total correspondiente
a un valor particulat k llegara a un observador ubicado en la direccion k [16].

Asi, usando (2.94) y (2.101) es posible llegar a una expresion para la matriz T de una
onda-s a bajas energias, dada por [17]

T(0) = 52 Hm (%) +z} , (2.102)

que justamente viene a ser lo obtenido en (2.69).
Habiendo llegado hasta aqui, ya se tienen las herramientas necesarias para abordar sistemas

interactuantes de muchos cuerpos a bajas temperaturas.
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Capitulo 3

DESARROLLO DEL TRABAJO DE
INVESTIGACION

3.1. Construccion del Hamiltoniano de Frohlich

Antes de empezar a abordar el problemta como tal, es necesario construir el hamiltoniano
que se usara para encontrar los estados ligados del sistema, y como se trabaja con sistemas
de muchos cuerpos, es necesario que tal hamiltoniano esté representado segiin la forma de
la segunda cuantizacion [56].

Sea el operador hamiltoniano

-2
I;[:sz +ZU(ri)—|—% Z V(ri,7j), (3.1)

2m N
1,J,i#]

donde las energias del sistema estan dadas por
H|E) = E|E), (3.2)

ademas (r|E) = (r) y podemos decir que H tiene una base de estados propios |14) que

obedecen

H|vpa) = Ealtha), (3.3)
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los cuales también cumplen (r|[tya) = ¥u(T), (Yal¥3) = a3 y permiten describir a un
estado arbitrario como una combinacién lineal de la forma [¥) = " bq[v).
Ahora, calculando el valor de expectaciéon del hamiltoniano A en un estado arbitrario

)
(VIEIY) = (VAN = [ an@ Ay

= [ [ arar' @iy By o).

donde se us6 al operador identidad
I= /dr]r)(r|.

(0| H|T) = /dr U (r) B (r) (3.5)

densidad hamiltoniana

(3.4)

tomando r =+’ y dando forma,

Ahora, aplicando conceptos de segunda cuantizacién
H= / dr Bt (r) BB (r), (3.6)

y se redefinen a las funciones de estado como ‘i!(r) S ZA)aJ)a(r), donde 5a es el operador
de aniquilacién aplicado al autoestado |¥q), y bl sera el operador de creacién aplicado al
mismo autoestado.

Reemplazando en (3.6)

[Z Pi(r )(JT] I3 |:Z betha(r) }

e
= [ 4 itbsba(r)Balatr) 3.7)
o,
= S thbeBs [ drdlnis),
a.l
donde se puede ver que
(alt) = [ dr(walr)rlte) = o (35)
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entonces

7-2 = Z BLEﬁEﬁéa,ﬂ = Z Eal;];i)a = Z Exfig, (39)

o, [¢]
siendo 74 el operador nimero de particulas que estan en el estado |¢,). Este resultado
indica que cada “particula” que ocupa el estado |1,) tiene energia E,, y que cada vez que
se aflada una particula al sistema en cierto estado, la cantidad de energia aumentara segiin
sea F, para cada estado, es decir segtn los niimeros de ocupacion del sistema, y segin la

naturaleza de la particula, el valor de expectacion de cada operador 7, sera

(fa) = {0,1}, para un sistema de fermiones

(ha) = {0.1,2,3,...}, para un sistema de bosones

Por otro lado, si tenemos un operador arbitrario que actiia sobre una sola particula, la

forma de abordar el problema es semejante a la ya vista
0= /dr\iﬁ(r)al\i/(r), (3.10)

donde 61 = 375 6|1s) (Y], es decir el operador es diagonalizable para ciertos estados [13),
donde los autovalores son dados por 6|yg) = og|¢g).
Dando forma

0= [ar [}: L] o [ S

e

= " bLb, / drl(r)orda(r) = > blb, / dr (Ya|r)61 (7]0-)
o,y o,y

= B0y (Yalorlw) = D BLby(Walolws) (wslty) (3.11)
o,y

a,v,B8

= > BLby0p(Walws) (elty) = D BLbyopda 05,

a,7,8 a,7,B
= oablba,
(0
se ve que tiene una forma semejante a lo obtenido anteriormente.
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Ahora, para el caso en el que hayan interacciones entre dos cuerpos en un sistema con

muchas particulas, se tiene que

VIrdlra) - ey = > V(rs,m)lrira) - |rw)

=1 i<y
1 (3.12)
=5 > V(rsr)lr)lra) - Irw),
1.751#7
y si hacemos el cambio de notacion |ry)|ra) ... |rn) = |71, 72, - ., rn) y ¥(r) = b(r), entonces

aplicando sobre cierto estado
B (B ()b b(r) 1, . ) = BB (r)b()b(r) [B (1) ... B ()] [0)
= 3 PR — )b (r)S )BE) (B ) B B () B 10)

i=1

= P = ) 3807 = )i ra) [B0) B )8 ) - B0 00

i=1 J#i
= Z 8(r —13)0(r — 75)|T1, 725 - . TN,
1,571

(3.13)
donde P es el signo que se relaciona con una permutacion de términos (P = 1 si son bosones
y P = —1 para fermiones), multiplicando V(r,7’) por ambos lados e integrando sobre 7 y
7’ obtendriamos

/ / drdr' bt (r)OTV (7, ) b(r")b(r) = Z V(ri15).
,#z

por lo que, podemos asignar al operador potencial V la forma
/= %//drdr’\iﬁ(r)\iﬁf/(r, YU (") B (r), (3.14)
siguiendo el mismo camino trazado para el caso de 1 particula
s 1 55 —— 5 % 5
V1 foa [Siti] {z b,‘;w},} ) | |

(o3

(3.15)
:% Z Li):rai)q //drdr wT(r)wﬁ(r’)V(r 'r)f(p.y( )qpa(r)
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la integral puede expresarse como

/ / drdr’ (Wl (Wl D4 [y (rlabe) = / / Ardr (W Bl 7YV by ) = (Ve Bl Ve, ),

(3.16)
haciendo
V=" Vasmelta ¥o) (¥, vel, (3.17)
a,B,y.€
finalmentc sc llcgard a
Z Vaﬁ IEblbeb baa (318)
a,3,7.€

por lo que al expresar el hamiltoniano con interaccién en el formato de segunda cuantizacién

tendra la forma

R . 1 IV
H =" (ES + Ud(ra)) bba + : > Vas06b50,5e, (3.19)

o,f,7,e

donde E es la energia cinética de la particula y U, es el potencial externo aplicado sobre
el sistema percibido por cada particula.

Es debido a la forma integral del potencial de interacciéon que se puede ver que las
unidades de V, g, es energia/m?, siendo D la dimensién en la que se trata el sistema, por
lo que si tenemos un sistema bidimensional entonces las unidades seran energia/m?, asi,
en caso que se pueda considerar Vq, 5.~ = Vip/A como la interaccion entre las particulas
creadas mediante bf. Suponiendo que hayan mas de un tipo de particulas interactuando
en el sistema, las cuales puede denotarse por &' y &é como los operadores de creacion y
aniquilacioén, respectivamente, y éstas no interactiian entre si, pero si interactiian con las
primeras particulas con un factor de Vj./A, entonces el factor 1/2 es omitido del término de
interacciéon para este caso, y despreciando cualquier potencial externo al sistema, el nuevo

hamiltoniano tendra la forma



donde E¢ representa a la energia cinética de la particula nueva. Para el caso de interacciones
a bajas temperaturas, consideramos que tras cada dispersiéon el momentum neto se conserva
[41], si denotamos el momentum lineal de las particulas dispersadas como k,k’ y g como
el momentum lineal que las particulas intercambian tras la colision, entonces finalmente el
hamiltoniano podra expresarse como

H = Z E’i ék as Z Eka bi + Z bk-{-qAL’ bk;bk + Z bk+qck’ Ck'bkv (3. 21)
k k: kg kK q

habiendo seguido todos estos pasos, obtuvimos el hamiltoniano que sera usado para estudiar
un sistema bidimensional de bosones con impurezas.
3.2. Obtencion de la energia del polaréon

A partir de este punto, se hara la consideracién de unidades naturales A = 1.

Sea el sistema en cuestiéon a estudiar con un Hamiltoniano

2 BB g1B
A=Y P+ cheloe + 225 o), oL bwbe +ZE2 3 ol el _jambe,
k

kK ,q k,k'\q
" — & . - T ! ~ o -
energia de los energia de las interaccién pequeiia entre bosones interaccion
bosones impurezas (para usar la teoria de Bogoliubov) bosoén-impurezas

(3.22)
donde ggp es la energia de interaccion entre los bosones, g;p es la interacciéon entre los
bosones y las impurezas, la cual puede ser arbitrariamente grande, 55 es la energia cinética
del bosén con momentum lineal £ cuyos operadores de creacién y aniquilacién son 5}; y b,
y si es la energia cinética de la impureza, cuyos operadores de creacién y aniquilacién son
é}; y €. Sea el tiempo t = 0, se crea una impureza con momento k y masa my, lo cual puede
verse como |¥(0)) = cL|BEC), siendo |BEC) la funcién de estado de un condensado de Bose-
Einstein que, para nuestro propoésito, obedece la teoria de Bogoliubov para interacciones

débiles entre bosones [39].

La evolucion en el tiempo de este estado es
[T (8)) = e |BEC),
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es decir, en el sistema de bosones se crea una impureza con momento lineal k, y se estudia la
evolucién de este nuevo sistema en el tiempo. Sea el traslape temporal (overlap) o proyeccion

de estados dado por el elemento de matriz de dispersion S

S(t) = (L(t)|¥(0)) = (BEC| cxe™** ¢ |BEC)
cx(t)

= (BEC|cx(t)cl|BEC).

Por otro lado, si gjg = 0, entonces los bosones y las impurezas no interactiian entre sf

(estan desacoplados) y la dinamica de ¢k (t) se ve mediante

A~

0
zgck (£)= [ex(t); H] = 5£c};
donde ¢ (t) = ekt Asi

S(t) = (BEC|e *kicrc IBEC) = ekt (BEC|cyck|BEC)

= e ®(BEC|T — clc|BEC) = e *k(BEC|BEC)
v

=0; pues en un BEC
no hay impurezas

finalmente

S(f) zeit

i

esto se da cuando g;g = 0, asi |:S(t)] = 1 (su moédulo no cambia), lo cual significa quc en

un ambiente sin interaccion, el estado del sistema evoluciona adquiriendo una fase.

La funcién de Green en el espacio de frecuencias (para este caso se usa el propagador

causal)
Ge(h ) = G(kw) =~ [ ‘: a[O(1)(L(O) T () — 7O(—1) (L (1) T(0))e*,
y como t > 0
Gk, w) = —z/ di(T(0)] T (£)) et = / dteito—elt,
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la integral por si misma no converge, por lo que se hace

S(t) = ekt —» lim (e7HEkTY),
7—0+

1
Gk,w) = 771_i:(1)1+ (w ~ C?Ti?) (funcién ideal de la impureza, con g;g = 0),

La funcion espectral de G(k,w) sc definc como

Ak w) = —%ImG(k,w) = d(w — €}).
Ak, an)
4 -

— g
Wr=E ¢

| i I — T8 == 3 1 .
N (I
-10 5 0 ol 5 10 “k
Figura 3.1: Funcién espectral de un sistema sin interaccién

La impureza, al no interactuar con el BEC (975 = 0) mantiene su misma energia w = ei.

Por lo que, para un sistema no interactuante, la funcion de Green de la impureza es

1

G(k.w) = lim —
70+ W — g +1n

(Es la relacion de dispersion de la impureza)
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Por otro lado, cuando se analiza un sistema con interacciéon (g;p 7 0), se pueden

intentar dos modos para llevar a cabo el anélisis:
1. Se propone un ansatz para |¥(t))
2. Se usa la ecuacién de Dyson con la funcién de Green

Se inicia con el punto 1.

Se considera que el sistena en su estado base se define por |0) = cp_OIBEC) es decir,
tiene una impureza con momentum nulo. En ese sentido, debido al acoplamiento bosén -
impureza, se tiene una correccién a la energia en el estado base, dada por (G’SII?I[_B|GS) =
g1BMo, que representa a la aproximacién de campo medio del sistema. Por otro lado, si se
considera un gas ideal haciendo ggp = 0, se tiene la aproximacién de Bogoliubov para bajas

temperaturas T -+ 0 K para el cuarto término de la ecuacion (3.22)
91B At IB A4 a3 2
Hy = Z(\/ No)2éléx 97 D V/Noék, ek (bg +bL,)
k.q

913 A 2
Z bk+qck’ Crr b
kK’ ,q

(3.23)

donde el primer término es el relacionado con la interaccién de campo medio, el segundo
término se relaciona con la interacciéon mediada entre bosones e impurezas (término de
Frohlich) y el tercer término se da para energias mayores al del estado base (k, k. ¢ # 0), se
le denominara como el término maés alla de Frohlich. Considerando que en un condensado
de Bose-Einstein no hay fonones, se tiene que BHBEC) = 0, donde S aniquila un fonén
de Bogoliubov de momento k, se propone un ansatz, tal que se considere la creacion de
fonones que no alteren el momento total del sistema, partiendo por separado los aportes
del estado fundamental y las excitaciones elementales generadas por interacciones entre

bosones e impurezas, todo aplicado sobre el condensado. Tal funcién de prueba es el ansatz
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de Chevy [12]

0Py = yoil_o| BEC) + Z¢ch8‘lq1BEC), (3.24)
‘_v_"
Estado base ~

-
Excitaciones elementales
factorizando

(P = (W o+ quq*gzﬂ_ q> |BEC). (3.25)

Este ansatz es una funcion de onda expandlda de muchos cuerpos con una impureza que
emerge del mar de Fermi en términos del niimero de excitaciones particula-hueco. Aplicando
el principio variacional

. 0 .
_i_<\1;(p)|H — E|U®) =, __;<\p(p)|H —E|vPy =0, (3.26)
595 55

aplicando la funcién (3.25) por partes, se tiene para el término sin interaccion
(VP Ho | wP)y = Z |x2 (eﬁcB) _ Efcl)) .
k
para el término de Frohlich
(‘I/(p)lffﬂ‘l’(p)) = ﬂ[B\/%Z (W5 bq + od;) -
q

para el término mas alla4 de Frohlich

& g *
(OP)| Ap_p| 0Py = % Z -
pP.q

Asi, aprovechando los indices mudos p y g, se define

B = (@O|F - BU®) = (g () — ) + 9151/ ZL D " (¥4 +¥08})
q q
+ gl_lz Z PprqPp — <"/’6’/’0 + Z ¢2¢q> )
q

S

(3.27)

donde el dltimo término sirve como una restriccion al sistema (multiplicador de Lagrange).

De este modo

-913\/ Z¢q Evy, (3.28)
0
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0E B I L0 giB
5¢;:=¢q(e§)-eg))—%913\/7I¢n+—jz-j%:¢q—-E¢q, (3.29)

reescribiendo la sumatoria de la expresion anteriorde la forma
Z $q = Xo — Yo, (3.30)
q

donde xo es una funcion auxilar, esto implica de (3.27) que (simplificando la notacién

giB = 9)
X9V ™/ A

E+gym/y

o = (3.31)

y de (3.29) que

(B) _ ) _ g \/770 X09v/™/a gIB X09+/™/ A —0 33
¢q(eq € )+913 <E+gm + — E+gm . (3.32)

acomodando en funcion de las sumatorias

1
E+gv™/a A

X0

g = “(gno+ E) | »
! E - egB) + ef]I)

(3.33)

aplicando sumatoria sobre todos los valores de g en ambos lados y usando (3.30) se tiene

que
g 1
szE_gm+gn
E =ngg ct t , (3.34)
9 1
1-5=3,

E— (B + 6(1
si ahora se decide agregar el aporte que genera la interaccién de campo medio, se tendra la

energia de la cuasiparticula Fp, dada por

g 1
Z&E_m )
E fe_t& 3.35
» = 109 + 10g 7 1 : (3.35)
1 — &= ——
AT p_ ( + ef,[)
acomodando
109
E, = 1 ; (3.36)

9
B qu E_ €EIB) +€1(11)
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. . I .
separando la energia de la impureza E, — wy — 656 ), se tiene

n,
i = 6g) s 09 :

g ]
L= 2 (B)

Wq — &g

se ve que el segundo término de la derecha de (3.37) es la

(3.37)

energia adicional que la im-

pureza adquiere al interactuar con su entorno, es la autoenergia, de lo ya desarrollado

anteriormente hasta la ecuacion (2.57) se ve que es posible denotar esta expresion como

W = 61(61) + ’I?.()RG[T(G, wk)] G

(3.38)

a este punto se aprecia que, en contraste al escenario inicial, la energia de la cuasiparticula

va no solo se ve influenciada por la interaccién del campo medio, sino también por la energia

de interaccién del condensado de B-E. Es posible denotar este

cambio mediante el diagrama

de Feynman de la Fig. 3.2 para una interaccién entre particulas distinguibles.

Vg Vi Vng

bl N
~ - ~
- ’ ~
- - N

\Y ’Il()'

.
.
.
’
’
.
-

Lr(w) = noTyp(k,w)

Figura 3.2: Diagramas de Feynman de las funciones de autoenergia a usar. [48]

Por un lado, revisando la funcién de onda de la cuasiparticula (3.25) se puede apreciar

quc la partc quc ofrcce mayor informacion sobre la cuasiparticula cs cl cocficiente del opera-

dor (”:8, el cual se apega més al resultado que esperamos en el estado fundamental, obtenido

mediante el residuo de la cuasiparticula /Zg. Por otro lado,

la sumatoria dc cocficientes

del segundo término de (3.25) expresa un continuo de excitaciones de la funcién espectral,

visible en la Fig. 3.3.
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Ahora, se considera el punto 2 para analizar el sistema con interacciéon. La forma espe-

rada de la funcion de Green es dada por la ecuacion de Dyson vista en (2.55)

1
w—e&f — Tg(w)’

Gk,w) =

donde la autoenergia £x(w) es un término que depende de las interacciones, por lo que se

entiende que si g;jg — 0 = Tg(w) — 0.

A(x
10

Presencia de 8
la impureza

I
Dispersién de las

4} excitaciones continuas
f de la cuasiparticula

| —

<+

A = .

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.3: Gralica de la funcién espectral para un caso particular de enegia de enlace Ey.

Buscando la energia de la cuasiparticula (polarén) mediante un polo de G(k,w), se hace

wg — € — Tp(w) =0 = |w = i + Re(Zk(ws))

es la energia de la cuasiparticula, presentada mediante una ecuacién autoconsistente.
Asi, si gyg = 0, entonces w = ci; es decir, la energia de la cuasiparticula seria la misma

que la de la impureza.
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3.3. Funciones posibles para la autoenergia

Interacciéon de campo medio

Ofrece una funcion de autoenergia que no depende de w, dada por

Sk(w) = nogrs

sin embargo, al aplicar en la funcién de Green G (w)

1
Gcampo(k,w) = lim ( T - )
medio 720+t \Wwr — €, —nogrp + 10
1
=73< >+i —md(wk — €% — n09s8));
Wi — €£ — No9iB ‘[ ( 5 )l

ImG ()
entonces la funcién espectral sera
A(k,w) = —;lr-ImG(k,w)
= 6(wy — €t — n091B)

lo que significa que el polo se mueve de lugar, entonces la energia de la cuasiparticula sera

I
Wk = € + NgIB

tal como se puede apreciar en la Fig. 3.4.

Interaccién de Frohlich

Por otro lado, si para la autoenergia se usa Li(w) = ng7T;p(k.w), donde Tyg(k,w) es
la matriz T de interaccién impureza-boson que se hizo mencion en las relaciones (2.69) y

(3.38). Esta funcion de autoenergia tiene la forma

’IL027T 1

r Ey|\’
™ ()
w
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B 4 —
- “’k=51k |
— wp=e +nog’p L
M i
2__ o
1._
L L i i i L L i i i I J: 2 2 J " l 1 " " . " 1
210 5 0 5 10 “

Figura 3.4: funcién espectral para una funcién de autoenergia constante.

por lo que se ve lo siguiente: Si no hubieran interacciones, una impureza con k& = 0 tendria

- , 1
Go(0,w) = lim —————
>0t w — €k=0 -+ 1€
y ahora para la funciéon de Green con interaccion se aflade el término Z(G,w), la funcién

tendria la forma

P 1
Gk =0,w) = lim )
( ) =0+ W — ai=0 — Zp=o(w) + ¢

entonces la forma que se tendra usando la matriz T de interaccion sera

GF = 00) = ——grt——,
o In (_lE__b|>
w
usando la continuacién analitica se tiene que
G(F =0,w) = lim —— 1 ,
0+ Mo T e

my 1 < |Eb| )
n|\-—-——m—
w -+ 1€
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para poder graficar el resultado, se hacen ciertas consideraciones, tales como mostrar el

)i

) +imH(w),

argumento del logaritmo en representaciéon polar

In (—ﬂ> =In (l——libl.
w —+ 1€ w —+ 1€
Zb

lim In (—ﬂ) =In < 2
-0+ w + i€ w

donde 6 es el argumento de la forma polar, y H(w) es la funcion escalon de Heaviside, donde

1. w>0
H(w) =
0, w<a0
asi
GE=0.w) = I !
(k=0.w)= 5_1_:(1;14— . ng2m 1
W+ i€ — =
™ In ( = > +irH (w)
w
se ve que T(w) no diverge si w = —FEp > 0, puesto que en este caso H(w) = 1, pero si
diverge cuando w = —E < 0, por lo que T'(w) tiene un polo para energias negativas.

3.4. Implementacién numérica

Una consideraciéon muy util para graficar este resultado es uniformizando las unidades,
para esto se definen los valores

k2

) kn = \/471'27'10
2m

E,
donde las masas son m; = m = 2m,.. Sea la funcién de Green
G(w) = lim —————1 i
30+ w + i€ — L(w)
por E, y haciendo z = w/E,,

1 1
E = lim ——— = lim
nG(UJ) 6_1_)%1,- w + 1€ — Z(w) 0+ T4 de — _2_ 1

En " In (‘%H%
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por otro lado, se define la energia de enlace E, = —% (siendo azp la longitud de

masp,
dispersion de dos dimensiones). Con esto se tiene
E, 1 2m 2
Ey, majp, 2 (knagp)?’
« Eb 2 .
sc define v = kpazp, y de esto @ = In(), entonces e* =y, — = ———, asi
E, e
-1
= ) : 2 1
E,Gw)=G(z,a) = lim |z +1e— — : (3.39)
e " ln ‘ 2 e +inH(x)
le2®| |zl
as{ se tendré la funcién espectral
1 ~
Az, @) = —;r-Im[G(:L', w)] (3.40)

en las Fig. 3.5 y 3.6 se ven el codigo en Wolfram Mathematica y Python de la ecuacion (3.40),
respectivamente, donde las zonas rojas son los polos que representan los valores posibles

para la cuasiparticula segin sean los valores de la energia de enlace, dada implicitamente

en a = In(k,a2p).

Tiz (2/P1) = (2/ (Log[Abs(Z/ (Exp (2 ra] =%)}] wI-Pi-ﬂuvisido'l’hctl[x]))
inTyo o fot vane ab e

Gi=1/(x-T+1I+0.05)
trargro +

DonsityPlot[ Im([G] /PI., {a, -4, 4}, {x, -5, 2}, PlotRange -~ {All, All, (o, 4}),
re;;msemw s lpene - eemero

1haxban e =4 e

1 [;

PlotPoints -» 200, ImageMargins » @, LabelStyle - Directive[22, Black, FontFamny - “Times New Roman"],
{nGmero de purtos en b e 0 “ : £)

Framalabel « {Style(“a“, Italic, Black, 22, FontFamily -+ "Times New Roman“}], Style["x"“, Italic, Black, 22,
jebqueta de nuxcy lestis ST i Pl ¥
FontFamily - "Times New Roman”}}, Iua;csho - 350, ColorFunction -» “TemperatureHap”, ClippingStylc - Autonatic,
ifzamita e bpo i - WA i

amlay v T G elig b

Aspoctthic - 1, Imgomrgins -+ 0, PlotRangePadding —+ ©, PlotLegends -+ Automatic}
comene de yndrgpemey el

1 § Veldunt

13

Figura 3.5: Codigo en Wolfram Mathematica de la grafica de contorno de la funcién espectral.
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Viéndolo de otro modo, la variable x habla de la energia de la cuasiparticula y a habla
de la longitud de dispersion entre particulas del sistema. Y asi, sea la funcion de autoenergia

con unidades uniformizadas

S(z, @) = lim S (3.41)
0+ T —2e7*@
In -
x 4+ 1€
izport matplotlib.gyploat as plt $=133
Segort nuspy as np esnp.e 52.716281828455643
jeport math p=0p.pi £3.131592653589733
ndefintendo la fumcidn escaldn x2 = np.linspsce(8.,1,5000)
def H(k,8): y = ap.linspacze(-3,4,568)
&k es la voricble azf ézfxi’yi; 2918¢ N (2 G2iy)? . o
870" e3 el volor donde oparece el escoldn 1mG -’é.i;:g/p) 1/(np.30g{avs(2*{np.exp(27y)/%2)})+1))-0.091"4)
Henp . zeros(len(k)) Fsea (g fumcion espectral
for 1 in range(len(k)): “XeG/p
6¢k{3])<s): 8122 - np. lirsosce(-1,4,5620)
H{i]-0 P-np.ones(1entalfa2))
else: nelen{x2)
H{i]-1 w2=np.ones(len(alfa2))
return H for ] in range(len(alfa2)):
=groficondo Lo funcidn ezcolon g-2l€a2{1}
i-19 2=22(x2,8)
ecnp.e £2.718281828459835 T2
penp.pl 3.141532653585793 T.sort()
x1 - np.linspace(0,5,5000) P{J}e¥En-2]
x2 = np.linspace(-5,0,5220) Z-22(x2,g)
def z2(x2,y): for k in range(len(alfa2)}):
6 = 1/(x2-(2/p)*{2/(np. Log(abs (2" (np.exp(27y)/x2))})))«0.801"1) f°"‘“°""°
IeG = G.imeg ol "z
#se0 la funcion espectrol - srergia regotivs g?fliaz‘ !
Z2=:12(x2,8)

return -Iu6/p
alfa«np.linspace(-4,0.394,5000)
Penp.ones(len(alfa)) incex scantador
n=l2n(x2) else:
wanp,ones(len(alfa)) . ccﬂtad?r~=1
for 3 in range(len(alfs)): H2{k]=x2{index]

g=alfalj}

I-12(%2,8)

T=2

T.so0rt()

P§)=T[n-2]

Z-22(x2,8)
for & in range(len(alfa)):

contador=0

index = ©

g=olfalk}

I=12(x2,8)

fer q in range(len(2)):

1F (P[X] == z[q]):
index =contador
else:
contador ~=1
©lk}=x2[index)

for q 1o rangz(len(2)):
if (P{k] == 2{ql):

Figura 3.6: Codigo cn Python para obtencion de la grafica para la rama atractiva (izquicrda) y la rama repulsiva
(derecha)
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A(X, )

«

Figura 3.7: Grafica de contorno de la funcion espectral dada en la ecuacion (2.40).
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Capitulo 4

ANALISIS Y DISCUSION DE
RESULTADOS

Ahora estudiamos las propiedades espectrales y de cuasiparticula de la impureza aco-
plada al gas de Bose. Tras graficar la funcion espectral notamos dos ramas polaronicas
principales, una para valores de « negativos y otra para valores positivos. La rama para
a positivas se conoce como el polarén atractivo, debido a que la energia de dicha cuasi-
particula se desplaza hacia energias negativas como consecuencia de una atraccién entre la
impureza y los bosones.

Esta rama es dominante para o > 0 sin embargo vemos que al reducir el valor de « el
ancho de esta linea se atentia y al cruzar el cero se vuelve casi invisible, en este caso, se dice
que la rama al perder visibilidad pierde peso espectral.

Por otro lado, cuando o disminuye desde valores positivos a negativos, vemos que apa-
rece peso espectral a energias positivas, este peso espectral es incoherente, en el sentido
de que no forma ningfin estado de cuasiparticula pues el peso espectral transferido al inicio
es insuficiente, no obstante, al cruzar el origen, eventualmente el polarén atractivo pierde
todo su peso espectral y se forma una nueva cuasiparticula bien definida.

Ahora, sabiendo que la funcién espectral nos da una informacion acerca de la distribucién
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del peso espectral del sistema, para caracterizar al sistema es til como mencionamos usar

la teoria de la cuasiparticula.

En la Fig. 4.1 mostramos mas claramente las ramas polaronicas de la energia de las

cuasiparticulas en funcién de a.

e Polaron atractivo

¢ Polarén repulsivo

Figura 4.1: Grafica de los valores de energia del polaron y energia de enlace que ofrecen polos a A(k,w) en unidades

uniformizadas.

Para graficar el tiempo de vida media y la tasa de decaimiento se usa (2.62), y asi, en

unidades uniformizadas se expresa como

1

= = —2Z(a)Im[Z(z. )], (4.1)
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para el residuo Z(a) se usa (3.41), de lo cual

=il

) 2
Z(a) = lim |1 - % (4.2)

—2e
m(x + is)lnzl—e_l
75 + £ zzEpol

En este caso, la posicion de las ramas polardnicas corresponde a los picos de la funcién
espectral en Fig. 3.7, lo que nos indica que efectivamente, la funcién espectral es maxima
alrededor de los estados de cuasiparticula. En términos de energia, vemos que el polarén
atractivo tiene un corrimiento de energia considerable para a < 0, este corrimiento a la
energia es consecuencia del fuerte acomplamiento con el estado molecular cuya energia Ej
incrementa para o < 0. A este estado se le conoce como fuertemente interactuante pues da
lugar a cambios significativos en la energia de la cuasiparticula.

Por otra parte, la rama repulsiva solo se desprende ligeramente del origen, y no es
resultado del acoplamiento directo con la molécula, sino una interaccién residual que es
mucho maéas débil. Ahora, podemos mirar que tanto peso espectral se distribuye entre las
distintas cuasiparticulas que aparecen en el sistema. En la Fig. 4.3 mostramos el valor del
residuo de las dos ramas de polarén.

La rama atractiva aparece con la mayor parte del peso espectral para a > 0 vemos
que cuando « decrece, esta rama de polarén pierde residuo, esto es consistente con nuestro
analisis previo de la funcién espectral, es decir, el ensanchamiento de la rama de polaréon de
la funcién espectral es consecuencia de una disminucién del residuo de esta rama, es decir,
al perder peso espectral, pierde residuo.

Por otro lado, la rama repulsiva absorbe todo el residuo para valores de & muy negativos,
al cruzar cero pierde residuo y eventualmente es iimposible definir una cuasiparticula para
esta rama para valores positivos de a.

Para entender el porqué la rama repulsiva deja de existir para valores positivos de «
es conveniente recurrir al tiempo de vida de la cuasiparticula y el ensanchamiento de la

funcion espectral.
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- 82= (2/Pi) » (1/ (Log[(-2~Exp[2+22]) / (x2+©.321)]))"2) / (x2+0.1»1I);
numero Pl llogantnio  exponencal nGnwero noms

- h2=Refl/(1-82)];
Ipante real
:r2= {—a2, h2]3
- 22 = Transpose[r2];
{rarsposaon
ListPlot[z2,
{representacian de hsta
AxesLabel -» {Style["a", Italic, Black, 15, FontFamily » "Times New Roman"],

ietbqueta de ejes Testio {tatca {m2gro {fampka de tpo de ietra
Style([“Z", Italic, Black, 15, FontFamily - “Times New Roman"]},
lesuio {natica inegro ifamiiia de tipo de tatra

{GridlLines -+ Automatic, PlotlLegends - { "Polardén repulsivo”}, PlotStyle - Thickness[.5]]
i parnifla de die - [automanco leyendas de representacsn estlo de regy

Figura 4.2: Codigo en wolfram para el residuo del polarén repulsivo

—_— 1.0
0.8\, -
0.6 s
04 .
./.
02 e Polaron atractivo
e Polarén repulsivo
: : : —
-4 -2 2 4

Figura 4 .3: Grafica de los residuos para ambas ramas, dada por la ecuacién (4.2).
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Por un lado, hay que recalcar que la rama atractiva esta situada a energias negativas
y es el estado base del sistema, por lo tanto no tiene asociado un decaimiento, es decir,
no puede decaer pues no existen estados a los cuales pueda ser energéticamente favorable
decaer, pues esta rama es ya el estado base.

Por otro lado, el polaréon repulsivo si puede decaer, en Fig. 4.5 mostramos la tasa de
decaimiento de la rama repulsiva como funciéon de «, vemos que es una funcién creciente
en « y corresponde al visible ensanchamiento de la funcién espectral en Fig 3.7.

El ensanchamiento de la funcion espectral determina directamente la vida de la cuasi-
particula, es una particula con vida larga para valores grandes y negativos de a, mientras
que su tiempo de vida se reduce draméaticamente para o« — 07.

Cuando el ensanchamiento de la cuasiparticula se vuelve del orden de los corrimientos
en la energia, se dice que la cuasiparticula deja de estar bien definida, pues es un estado
que pierde coherencia, la cual esta asociada a polos reales de la funcion de Greeen, si la

parte imaginaria domina, entonces decae mas rapido que lo que oscila (ver Eq. 2.63).

02= (2/Pi) » (1/ (Log[-2+Exp[2+22]/ (x2+0.1+I)]));

ogantmo | exponencia NS

tm2 = =2« Im[02] » h2;
LpAne :imaganana

tdv2 = 1/ tm2;
Tf = (-a2, tm2/2);

tg = Transpose[Tf];
aopson

tdp = {-a2, tdv2);
tdp2 = Transpose|[tdp];
transpesicon

ListPlot(tg,
irepresentacsn de ksia

AxesLabel -» {Style{"a”, Italic, Black, 15, FontFamily -+ "Times New Roman"},

etiqueta de s (estio lca neED ifamhia de tpe Ov betra
Style("Tr /E,", Italic, Black, 15, FontFamily - “Times New Roman“]}, Gridlines - Automatic,
{estic 2ANCS inego fami:a de tpo de letra paris deline au

PlotLegends -+ { "Polarén repulsivo”)]
feyendas de regresentacion

Figura 4.4: Cédigo en wolfram para la tasa de decaimiento del polarén repulsivo
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r/EN

0.14 +

Figura 4.5: Tasa de decaimiento de vida del polarén repulsivo en funcién de o dado por (4.1).

ListPlot [tdp2,
representacitn de sta

AxeslLabel - {Stylc["a", Italic, Black, 15, FontFamily - "Times New Roman™],
lesguata de ses lestin 2abca megro fams.a e upe de etra

Style["t / (E,)~'", Italic, Black, 15, FontFamily - “Times Mew Roman"]}, GridLines-uAutoqatic]

ieshio enea oy famdia e pas Wi

Figura 4.6: Codigo en Wolfram para el tiempo de vida media del polarén



t[(E)

U T R (R M EN SR T SN S T SR PR

—

-4 -3 -2 -1
Figura 4.7: Tiempo de vida del polarén repulsivo dado por (2.41).

Finalmente, el polarén al vestirse de excitaciones elementales cambia sus propiedades
de movilidad, las cuales definen una masa efectiva, la cual para el sistema en cuestién esta

dada por

1
= tm Z(a) |1— 5 : (4.3)
m*  e—0+ w(z + ie)In?) —2e "I
T + i<

en donde, inicialmente se trato a la funcién de autoenergia con momentum no nulo como

donde M = mj +mpg = 2m, ya que se considera que ambas particulas tienen la misma

masa.
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En las Fig. 4.8 y 4.9 se muestran la masa efectiva de las cuasiparticulas y el cédigo
usado para realizar las graficas, donde podemos ver que la masa efectiva es siempre mayor
a 1, es decir, la movilidad del polarén siempre se reduce y este se mueve como si fuera
un objeto mas masivo, y requiere desplazar bosones de su alrededor. Por otro lado, vemos
que el polarén atractivo es el que mas se wviste, pero su masa efectiva permanece debajo de
2. Esto es consecuencia de que para interacciones fuertes, la impureza tiende a formar un
estado ligado, el cual esta formado por la impureza y un boséon del medio, por tanto, la
masa efectiva tendera a dos. Sin embargo, como el polarén pierde todo su peso para cuando

esta saturacion sucede, nunca se observa que la masa efectiva es dos.

ml = (Re{1l-gl))/Re[l-gl/2];
ipacte real [parte cex)

Ml = {-a1, ml};

Mefl = Transpose([M1];
{gansponon

ListPlot [Mefl,
lrepeesertacm de ksiz
Axeslabel + {Style(["x", Italic, Black, 15, FontFamily » "Times New Roman"],

letqusta ce epes lestso nraca NeGro damnihia Ge Upd de wirs
Style["m.¢", Italic, Black, 15, FontFamily - “Times New Roman”))}, GridLines - Automatic,
{estio Habra aee famtha 2 hpG de wetra ipac@a de tin - Ladtomatoo
PlotLegends -» { "Polarén atractivo”}, PlotStyle - Thick]
{seyendas de representacon lestic de (2077 IGReso

m2 = (Refl-g2]) /Re[1-g2/2];
ipatte rea ipane eat

Me2 = {-a2, m2};

Mef2 = Transpose([Me2];
Wrarspasicion

ListPlot [Mef2,
representacsn de kst
Axeslabel —» {Style["x", Itulic, Bluck, 15, FontFamily » "Times New Roman"],

ietiqueta de ees  jeshke 3 Ineqio Famia g2 hpo o8 ietA
style[“mﬂ/m", Italic, Black, 15, FontFamily - “Times New Roman"]}, GridlLines - Automatic,
testio nhica B 'anha ge boo de iehra warriia de lin atomAco

PlotLegends - { "Polarsn repulsivo")}, PlotStyle -» Thick])
{leyendos de represemtanen iestio e tepe jgnaeso

Figura 4.8: Codigo en Wolfram de la masa efectiva de los polarones atractivos y repulsivos
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ntm
AT —I-8F
e Polarén atractivo

» Polarén repulsivo

Figura 4.9: Masa efectiva de los polarones atractivos y repulsivos

Esto finaliza el estudio de las propiedades espectrales y de cuasiparticula de una im-
pureza coufinada en un condensado de Bose-Einstein en presencia de una resonancia de

Feshbach.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

Se demostré que la funciéon de Green es una herramienta poderosa para entender las
propiedades espectrales y de cuasiparticula de una impureza cuantica fuertemente acoplada
a un gas de Bose-Einstein. Mientras que la funcién espectral nos da accesso a la distribu-
ci6n de excitaciones coherentes e incoherentes del sistema, la descripciéon en términos de
cuasiparticula nos permite hacer una descripciéon cuantitativa y cualitativa del sistema.

Para el sistema bajo estudio, una impureza cuantica en un BEC bidimensional, se pudo
apreciar que, a partir del formalismo de la funcion de Green, es posible encontrar las energias
de los estados ligados de los polarones de Bose.

Adcmas, sc logré justificar la forma asignada para la autocncrgia, que dara lugar a la
funcion de Green del sistema interactuante, viendo que los polos de la funcién de Green
otorgan las energias de los estados ligados del sistema, y que la informacién espectral de
la funciéon de Green estd completamente contenida en su parte imaginaria. La funcién
espectral permite entender como varia la intensidad de la interaccién a medida que cambia
el parametro «, obteniendo interacciones débiles para o > 0 (interaccion atractiva débil,
baja cnergia de cnlace y molécula muy poco dcfinida) y e < 0 (interaccion repulsiva débil,
alta cncrgia dc cnlace y molécula bicn definida) y rclativamente fucrtes para o — 07

(gran aumento de la atraccién, aumento de la energia de ligadura, la molécula adquiere
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definicion y disminuye la longitud de dispersion) y « -+ 0~ (aumento ligero de la repulsion,
disminucién de la energia de ligadura, pérdida de definiciéon y aumento de la longitud de
dispersion). Por otro lado, se muestra la importancia de la funciéon de Green como elemento
descriptivo para la tasa de probabilidad de transicién y cémo el tiempo de vida media del
polaron afecta a su comportamiento, razon por la que fue necesaria describirla de forma
grafica, dejando claro que el polarén solo decaera si no pertenece a un estado ligado. El
desarrollo experimental es posible realizarlo trabajando con resonancias de Feshbach [Ap.
C], principalmente variando al pardmetro « en funciéon a un campo magnético externo.

El estudio de impurezas cuinticas en fluidos cuénticos de materia es un tema relevante y
de actualidad tanto para sistemas de gases ultrafrios, asi como para sistemas de la materia
condensada, tales como catéstrofe de ortogonalidad [24, 25, 26], fisica de Efimov (27, 28, 29],
estados de pocos cuerpos [30, 31], interacciones polarén-polarén 32, 33, 34, 35], interacciones
de largo rango [36, 37], correcciones de rango finito [38], entre otros fenémenos interesantes,
que han sido ampliamente estudiados en 3 dimensiones pero atin no se exploran en su
totalidad, tanto en el contexto atémico como en el de la materia condensada.

Este estudio por provee de un formalismo general el cual puede ser aplicado en distintos
sistemas, o para entender otras fases de la materia las cuales pueden surgir del acomplamien-
to de muchas impurezas, tales como formacién de bipolarones, estados de pocos cuerpos e

incluso superconductividad mediada.
Los resultados del capitulo 4 se encuentran publicados en la revista Atoms. Para el

desarrollo numeérico se usdé Python 3.9 y las graficas se realizarén en Woltfram Mathematica

13.
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Apéndice A

Formalismos

A.1. Segunda cuantizaciém

Sea el operador hamiltoniano

donde las energias del sistema estan dadas por
H|E) = E|E),

ademas (r|E) = ¢¥g(r).

A.2. Estados Coherentes

(A1)

(A.2)

Se conocen como estados coherentes a los autoestados de los operadores de creacion y

aniquilaciéon. Ejemplos fisicos importantes de sistemas que estan en un estado coherente

son los laseres y los condensados de Bose-Einstein. El efecto usual que tiene un operador

aniquilacién sobre un estado de N particulas estd dado por

aIN) = VNIN - 1),
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y un operador de creacion

af|Ny = VN + 1|N + 1), (A4)

Pero si se aplican estos operadores sobre una superposicion de estados

M M-1
4 YnIN) = Y Yy VN FIIN + 1), (A.5)
N=0 N=0

para un nimero finito de términos, el estado con autovalor de N mas alto desaparece de
la superposicion, lo cual significa que estc estado no puede ser un autoestado del operador
aniquilacion.

Por otro lado, si la superposiciéon tiene un nimero infinito de términos, el problema

podria resolverse. Sea el estado

e o]

Z N) = e%%')0)

Noo . (A.6)
Z "oy,

N=0

este estado cumple @|@) = ¢|@), donde el estado |@) es un estado coherente para un sistema
con un solo modo de vibracion. El estado normalizado tiene la forma
© N
|p) = e |#12/2 Z ¢—|N) — e—|¢|2/2e¢f17|0>

i VIV (A.7)

TN
— |¢|/22¢ =

Y en caso se busque el producto de dos estados coherentes

(o = 5 Bt v = 3 R

= e(d)2¢1)

(A.8)

Si ahora se quiere tratar un sistema con muchos cuerpos, de forma que un estado

IN) = |...,Npa....) expresa la cantidad de particulas del sistema y su distribucion,
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siendo n = (nz,ny,nz) valores enteros que denotan los tres nimeros cuanticos necesa-
rios para especificar autoestados de una particula de spin o en un potencial externo, sera
posible modificar la cantidad de particulas mediante los nuevos operadores de creaciéon y
aniquilaciéon
1'Z}n,cul-l\w d’nal nm- ->:(il)Mn'a\/M|“-»Nn.a_1!“')
ﬁL,aIN>:1/3I,_a|... Npar---) = (@ED)Mme /TE N, oo, Npa+1,...).

donde el factor M, .o da el nimero total de estados ocupados de una sola particula que

(A.9)

son ordenados a la izquierda del estado de una particula correspondiente a Ny, o, y €l signo
superior (inferior) corresponde a bosones (fermiones).

Con esto en mente es posible expresar el estado |IN) en funcién de operadores de creacion

IN) = (A.10)

(n,a) N
1%,
n,o:
donde para los bosones el orden de los operadores de creaciéon no importa, mientras que para
los operadores de creaciéon fermidnicos son ordenados de la misma forma que los niimeros
de ocupacién.
Un estado coherente con varios modos de vibracién (multimodal) tiene la forma (gene-

ralizando B.4)

|¢):exp{§:¢n,azﬁ;a}|0>:l—[ > (di’;i_ INno)| =[] 16ne) (A1)

n,o 7,0 | Npp,oo=0
aplicando un operador de aniquilacion, se tiene
Yn,al$) = Gn.acxp {Z asn,az/?,t,a} 10), (A.12)
Ly
entonces cumple con la definicion de estado coherente.
Si se busca el producto de dos estados coherentes multimodales, se sigue de B.6 y B.9

(#|¢')y = [[emotmr = exp {Z ¢;.a¢;1‘a} ; (A-13)

n,&
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donde se deja en claro que estos estados coherentes no han sido normalizados. Para simpli-
ficar la notacién se expresara el producto de B.11 como
(8l¢') = @, (4l¢) =D dnatna (A.14)
n,x

Se define el operador unidad I dado por

= | Il [Ene g (A15)

esto se puede probar partiendo del caso con un solo modo de vibracién y usando (B.4)
/d¢*d¢ Z e_¢,¢¢N|N) &N (N
o VvN! /N’

haciendo un cambio de variable, siendo ¢ = re®, se considerara d¢d¢* = d?¢ = rdrdd,

(A.16)

reemplazando

. =D pVENT 2T N N '
= dr = ——” eNe dg| INY{N'| (A.17)
NN’ VN

y haciendo

2T
/ eie(N_Nl)dg = 27T5N,N'
JO

tras tener que

, et —1
lim
z—0 xr

=1
con un cambio de variable ¢t = r? y sabiendo que ['((N) = (N — 1)!

/ dt——tNZ|N)(N| N+1) ZIN)(Nl =
0

con esto, (B.13) queda demostrado.

~»

(A.18)

Esto es util para definir la traza de ciertos operadores TY[O] = 5, (|0, lo cual

puede desarrollarse como
T[0) = > _(v|Olv) = (0 Ilv)
d¢*d % .
= [ ol (419)
=[S gi0lg),
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y si tenemos un campo multimodal

2
o) = [ ] [d—g’ﬂ] HGI0l0) = [dolagle @010l (a20)

™

A.3. Ecuacion de Movimiento

Es posible relacionar a la funcion de Green con la evoluciéon en el tiempo de un sistema

fisico en base a su Hamiltoniano [48]. Sea

asi, donde O(t) es la funcién paso de Heaviside

Z% ;l,B(t) = %{@(t)([/&(t)yg(o)]ﬂ)}

= §(t)([A(t), B(0)]n) — ?@(t)([[/i(t), ﬁo],B(O)]nZ=
@

ClAw), FolB

267 () = SOUA®, BOW) + G 1 5(0) (A21)
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Apéndice B
Otros Formalismos

B.1. Integrales Gaussianas

Sea la funcién de distribucién gaussiana de variable real

P(z) = \/ge—a@—xo)ﬂ (B.1)

siendo P(z = zg) el valor maximo de la funcién, donde su integral podria verse como

~+o00
/ dre—(z—z0)? _ 1’ (B.2)

oo o

y el valor de expectacion de = es

+o00 o +oo 2
(z) = / dz zP(z) = \/;/ dz ze~ 70" = 2, (B.3)
= -0

Si redefinimos o = —1/2G, con G < 0, entonces

+o0
/ dzexp{ %xz} =V -27G, (B.4)

—oC

por otro lado, sea la funciéon generadora

+00 dr
2(J) :/_ jﬁexp{%(x—xg)z + Jo), (B.5)
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el factor lineal J es tal que permite la generacion de momentos, resolviendo la integral

Z(J) = exp{— —J2 + Jzo}V -G,

se tiene que

1 dZ(J)
MTLOZW”"
2 )
0 S| = (e =Gt oy

Ahora, si se tienen varias variables, se tiene la integral gaussiana con la forma

Hdmj exp{Em-G e ———,

/+oo i 1 i (271,)71/2
S\ =1 Det(—G™1)

donde G = [Gj jlnxn- Se tiene para la funcion generador

teo dx 1 -
Z(J) :/_m (2ﬁ)nexp{§:c~G Le+J x)

= exp{—%J G-J+J -z — %T‘r[ln(—G_l)]}

y con esto se buscan generar momentos

selifgpessl) = g T}
Jurcrr Tl Z(J) 8Jj, ... 85, i
Para una de sus variables
1 0
N o e B 2
= Fya ey O
y para dos variables

. .)__1_iZ(J) -
(=) = 705y 877, P

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

es decir, —G; actia como funcién de correlacion entre dos variables z; y x;, y depende del

comportamiento del sistema en estudio.

Si el sistema es multivariable complejo, entonces la funciéon generadora tendra la forma

dzzd
Z(JJ)—/H 2a22 oxp (25, Ga Lz + 2 - Ja + I - Za)
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donde si se tuviera un solo par de variables (z, z*), la correlacion de estas variables estaria

dado por
)= g 2| =-G
CE @I ardr N s T

y si ahora las variables son funciones complejas denotadas por ¢q(z,t) y ¢%, (7', ") se deduce

que la forma de la funcién generadora sera

Z[J,J*] = /d[(b*]d[(b]exp {Z/dt/dz [Z/dt'/dr’dﬁ);G;I&,qﬁa/ +¢;JQ+J;¢01}
«@ o’

(B.14)

y si se busca la correlacion entre las dos funciones ¢q(z.t) y ¢7,(z’,t'), el camino sera

analogo a los mostrados anteriormente

1 822[J, %]
[0, 7] 67207y

(d)a(x, t)qﬁ;/ (J?l,t/)) = Z = _Ga,a' (B].S)

J=J*=0

B.2. Acciéon de un sistema fisico

Se entiende por mecanica clasica que la accién de un sistema fisico queda definido
mediante la integral en el tiempo del lagrangiano
ty
S[dm/dt,:v]z/ dtL(x,dx/dt,1),, (B.16)
t;

donde el lagrangiano se define por

2
L(z, dz/dt, 1) = —;—m (d‘flit)> — V().

y como la relacién entre el Hamiltoniano y el lagrangiano es

H(z,p,t) = %pi — L(x,dx/dt,t)
. (B.17)
entonces, la accion puede dejarse expresada en funciéon del Hamiltoniano
L dx(t
stal= [ atfp)- LD - wp0,200,0). ®15)
t;
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B.3. Desarrollo de la amplitud de transicibn como una fun-

cional integral

Se desea calcular la amplitud de transicién mecanico-cuantica para una particula que
inicialmente estd en x, en el tiempo t,, para ser encontrado en un tiempo posterior t; en

la posicion @y, dado por [14]
U (&b, tbs Tas ta) = ($(25)|U (t ta)|$(2a)) (B.19)

donde U (tp,ta) es el operador de evolucién de un sistema dado entre los tiempos t, y tp.
Para dar forma a esta expresion se divide el dominio temporal en N intervalos, y cada

intervalo esta etiquetado mediante la letra &, asi
) N
U (s, ta) = exp [—z(t,, - ta)H/}’z] = lim [ exp [-iAtkH/h} (B.20)
N—eo i

Para un sistema expresado con estados coherentes, el operador identidad fk puede ex-

presarse como [45]

N d * dd)a
I, = /H %exp (—Z/dml¢a,k|2> |¢a.k)<¢a‘k| (B'Ql)

donde, por simplicidad, omitiremos la dependencia espacial de las funciones de campo,
incluyendo la integral sobre z del término exponencial. Tomando el primer estado como

|¢o) y al Gltimo como |¢n), entonces la amplitud de transicion es dada por

(B8]0t to)lga) = Jim (o] ka Hexp[ iAt,/h] |o)

k=1 k=1
d¢?, dda, al 5
= lim. 1 [ Pk ek oy |~ S nal? | (61 T exp [~ite /] 16 sl
k=1 o .k k=1

(B.22)

acomodando la tltima productoria

N N-1
(é| [T exp [~iAtH1 /1] 160k} (aildo) = (9] (H exp |~ /h] |¢a,k><¢a,k|> exp |~iALH /h] |o)

k=1 k=1

71



esto puede expresarse como

(w1 (exp |5t /B [6n-1)(ban-1l) (exp [<iALH/H] |fan-2) (an-zl) .
x (exp [~SALA /1] 1602} (Ganl) (ex0 [~6ALH/H] 1ga1) (Bal) exp At /h] Igo)

se ve que otra forma de expresar esta productoria es acumulando los términos en grupos de

tres, obteniendo

N

d - .
(@6lU (2, ta)l o) = lim HH / o ¢ e [—Zm,kﬁ} [T (@alexo it /h] 1gar-1)
ok k=1

k—l «
(B.23)

en este desarrollo, se ve que es posible aproximar

(65lexp [~4DH /1] 1851) ~ (9501 - ﬂHl@ 1)+ O(A1)

= (b5lb-1) - <¢]|HI¢J 1) + O(At)

= (@j|pj-1) - exp (‘%%) + O(At)

<¢]|¢] 1) exp <“3§H(¢ (»b] 1)) +0(At)

= exp <¢;’¢j—-1 = %H(¢;;¢j—1)) + O(At)

donde se entiende si se tienen dos estados coherentes |¢,) y |¢p), entonces su producto es

dado por
(¢alPv) = exp (d,95)

la productoria de funciones exponenciales genera una sumatoria de los exponentes, retor-

nando al indice k se tendréa ahora

4 N i 1At
H(¢a,k|exp [—iAtH/ﬁ} |¢a,k—1) = exp (Z [(ﬁa k¢cxk ) —H(Qf’ak ¢’a k— 1)})

k=] k=1
(B.24)

ahora, incluyendo el exponencial con una sumatoria de modulos de ¢ después de dejar ir
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el dltimo término de la sumatoria, se tendra,

N

N-1
exp [— Z |¢a,k|2] H(¢k|exp [_i/—\‘tH/h] |9ouk-1)
k

k=1

o . iAo . iAt
= exp Z {¢a,k¢u,k—1 — Go kb ke — ——H (5 k> ¢(,,k_1)} - exp <¢Q,N¢Q’N_1 = _FH(Q‘)

h
k=1
en el primer exponencial puede hacerse la factorizacion

& 4 i (pa’ — d)a. = _lAt
bo kbak—1 = By Dok = %,k( k k=1) y

25

At ( A AN

de esto, en la primera exponencial se factoriza —tAt/h, entonces

= iAt
exp (Z [ff’;,k(ﬁa.k—l — G kPok — TH(¢Z,k»¢a,k—1)D
k=1

1

. INF=
~ e (%" > (a1) g, Lox 00 i) 4 (g ¢a,k_1>D

k=1

ahora, aplicando el limite At — 0, se tendra

k=1

N-1 N
exp |:_ Z I¢a,kl2:| H(qﬁa,klexp [——iAtH/h} |pak—1) =
k,a

o (1 [t [i102.0) 58000 ~ (S0, 06(0)] ) -ex0 (01t)00(0)

entonces, aplicando en la expresion original (A.22)
: d¢rdoe N » *
a0 tle) = [ TT 222 exp (53 w)on() exp (£5l6arssl)  (B20)

siendo S[¢, ¢*| la funcional de la accién del sistema, dada por

a
Sliarot] = [ dt [ib820)556a(0) = HB5.0) 00(0)] (B.26)
donde se tiene el lagrangiano [40]
L= ih% - A (B.27)



y en caso, se busque la accion euclidiana (considere la rotacion de Wick en el plano com-

plejo), sea posible haciendo el cambio ¢t = —i7, con lo que el lagrangiano tendria la forma
ip=-rd g (B.28)
E = —ho= .

y aplicando la rotaciéon de Wick en la acciéon
* . * 0 *
Seldar 031 =1 [ dr |1 [ dody 75 dule) + H@a@ ). dalwr))| (B29)

donde se ve que se devolvié la dependencia espacial omitida al inicio del desarrollo. Apli-

cando esta nueva accién en la expresiéon de transicion

1 * jﬁ . i ) x
¢u o exp [¢ (zb: ‘—7«Tb)¢a (zb’ —7,7b)] exp (—SE[¢Q1 ¢a]/ﬁ)

(@ul0 s tla) = [ T]
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Apéndice C

Resonancia de Feshbach en dos

dimensiones

En esa seccién, se mostrard un desarrollo ya conocido de la teoria de la resonancia de

Feshbach [16], el cual se aplicara en el caso de un sistema bidimensional.

C.1. Fundamentos preliminares

Iniciamos viendo que la colision entre dos particulas con grados de libertad internos son

dados por un Hamiltoniano interno H*™
H™|o) = ¢4|a) (C.1)

donde |@) y €4 son los autoestados y su correspondiente autoenergia de atomos individuales.

Una colision entre dos cuerpos es descrito por el hamiltoniano

2 2 )
H=2 4+ B4 V() (C.2)
=1

2m,

dado en el sistema del centro de masa, con p como el momentum relativo y m, es la masa

reducida.
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Esta tltima ecuacion es la suma de una parte con autoestados |aB) (“canales”) que
tienen asintoticamente a un producto simetrizado de estados internos de atomos separados
la) y |A3), y de una interaccion de rango finito V'(r) la cual se acopla a los canales. La
energia asociada a un autoestado |a8) es Eq 5 = €4 + £5 + h2k2 a,3/2my, donde hkq g es el

momentum relativo de las dos particulas entrantes. La magnitud asintética del momentum

para el canal |/(') es kyg = /2m,(E Eo — €p). Se dice que el canal estd abierto
(cerrado) si el momentum un valor positivo y real (imaginario).

El espacio de Hilbert que describe los grados de libertad espaciales y de spin se dividiran
en un subespacio P para canales abiertos y otro ) para canales cerrados. El vector de estado
|¥) y la ecuacion de Schrodinger H|¥) = E|¥) son proyectadas sobre los dos subespacios

por medio de los operadores de proyecciéon P y Q que satisfacen P+Q=1 y PQ = 0, es

decir
|Up)
o) =
1Zq)
siendo el hamiltoniano expresado por
2 .
) Hpp H —<Vp Vi
- APP APQ _ 2,uA 2 (C.3)
HQP HQQ Vi 5; -+ VQ + A

donde V; es el potencial de transicién entre canales, Vp y VQ son el potencial en cada
canal (se desprecian cuando r — 00), A es la diferencia positiva entre umbrales de energia

Ein(Q) — Ey(P) y los operadores Py @ dados por

; 10 . (00
P Q
00 01

La solucién formal de las ecuaciones acopladas obedecen la relacion
Uq) = (E — Hoq +i6) ™" Hgp|Vp) (C4)
donde Hxy = X’ﬁf’, ¢ es un término infinitesimal, y
(E—Hpp~ Hpp)|¥p) =0 (C.5)
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siendo
I:.’};P = ﬁPQ(E — ﬁQQ + ié)_ll:[Qp (C.G)

Sc define ¢l término A = pr + f];;P como el hamiltoniano efectivo del canal abierto
el cual describe las resonancias de Feshbach, da una interaccién atomo-atomo efectiva en el
subespacio P incorporando el efecto de @, los efectos son debido a la existencia de estados
ligados. Esto representa una interaccion efectiva retardada no local en el subespacio P
debido a transiciones al subespacio Q@ y viceversa.

Una resonancia de Feshbach [23] aparece cuando los verdaderos estados ligados que
pertenecen al subespacio Q coincide con la energia de los canales abiertos, por lo que es
posible tener transiciones durante el proceso de colision.

Haciendo H pp = HO +Vp. donde HO incluye la energia cinética del movimiento relativo
y el hamiltoniano interno, entonces los elementos de la matriz 7" en el subespacio P entre

estados de onda plana con momento relativo k y &’ seria
(K|T|k) = (K'|T1|k) + (K'|(1 — VpGo) " Hpp(1 — GoVp)[k) (C.7)

con H),p obtenido de (C.6).

Aqui T} = Vp + VpGoVp representa al proceso de dispersion si el subespacio Q es
ignorado, y (1 — GOVP)_I es el operador debido al potencial de interaccion Vp, con G =
(E - Hy)™" [22).

En (C.7) el efecto de los canales cerrados fueron incluidos hasta el primer orden en
Hlpp. En el limite de velocidad relativa nula, despreciando las diferencias entre las ondas
entrantes y salientes y denotandolas simplemente como |¢g), la expresion (C.7) se convierte

en

T(0) = Ti(0) + 3 [alor ol W"E]f‘?_”g ol (C.8)

donde la sumatoria se da sobre todos los estados |1,) en el subespacio Q. Aqui, T;(0) es
la matriz T estimada en ausencia de canales cerrados y Ey, es la energia umbral para el

estado |1g) al no haber energia cinética. Finalmente, cuando la energia umbral esta cerca
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a la energia F,., de un estado ligado especifico |1),,), esta contribucion sera dominante
y las contribuciones de todos los demaés estados pueden incluirse en 7}(0) a través de una

longitud de dispersiéon efectiva no resonante .

C.2. Aplicacién al caso de dos dimensiones

Para un polaron de Bose en dos dimensiones, se tiene [21]

T(O) . 27Th2 1 |(wreslf/t[w0>|2
- m, 1n|h/mwa% Eth = Eres

(C.9)

rl
donde V;, fue definido en (C.1). La ecuacion (C.9) es el resultado principal, ahora es necesario

relacionar al denominador de la energia a algiin parametro externo. Si consideramos que el

denominador de la energia se anula para cierto valor By de un campo magnético, entonces

Eip — Eres = (Myes — Mo — mg)(B — By) (C.10)
donde m, g = —d¢, /3B son los momentos magnéticos de los dos a&tomos que colisionan en
el canal abierto y myes = —0F,¢s/9B es el momento magnético del estado ligado molecular.

Asi, la ecuacion (C.9) se convierte en

2mh? 1 AB
2O my <1n|h/mwa?w| tTBC Bo> (C.11)
donde el parametro de anchura A B es definido por
V 2
AB = my |<¢res| tlipO)l (012)

- 27h2 Mg — Mg — Mg

Los términos de orden superior en Hpp pueden llevar a un ensanchamiento de la re-
sonancia. Sin embargo, el ancho de resonancia de estados con energia cercana a la energia
umbral en el canal abierto es usualmente pequeiio debido a la baja densidad de estados, y

las resonancias de Feshbach usualmente son muy delgadas.
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