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Capítulo 1 

INTRODUCCIÓN 

1.1. Generalidades 

El trabajo de esta tesis se enfoca en el estudio del comportamiento de impurezas en 

gases bosónicos ultrafríos. Para esto es necesario que, entre otros conceptos, se tenga claro 

la idea de superfluidez y superconductividad. La superfluidez es un fenómeno colectivo en 

donde las partículas que componen el sistema pueden fluir sin fricción o disipación de calor, 

y la superconductividad es una superfluidez cargada eléctricamente [22]. Por otro lado en 

el aspecto cuántico, las partículas pueden ser de naturaleza bosónica o fermiónica, según 

como sea su comportamiento con otras partículas de su misma especie. 

A temperaturas muy bajas, es posible estudiar a los condensados de Bose-Einstein (BEC), 

los cuales son un estado de fuerte atracción formado por la condensación de fermiones ligados 

en el espacio real, conocidos como bosones moleculares, donde un número macroscópico 

de bosones ocupan una sola función de onda y, debido a su naturaleza bosónica, es posible 

acumularlos en el mismo estado [44], además los pares así formados son mucho más pequeños 

que su separación promedio y se presenta un traslape de estados muy ligero en el espacio 

real [41]. Esto contrasta con la naturaleza de los fermiones, donde partículas idénticas no 

pueden ocupar la l!ltsma función de onda debido al principio de exclusión de Pauli. 
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1.2. Antecedentes Investigativos 

Este interés por la materia últrafría nace en 1911 por Heike Kamerlingh Onnes [l], en 

un experime,o-en donde enfrió una muestra de Hg por debajo de los 4.2 K usando Helio-4

y encontró que la muestra conducía electricidad sin disipación, razón por la que denominó 

a este fenómeno superconductividad.

Posteriormente, diversos estudios colaboraron a la evolución de las teorías de muchos 

cuerpos a bajas temperaturas. En 1946, Bogoliubov [2] propone una explicación microscó

pica para la superflui<lez, y presenta que las débiles interacciones repulsivas no destruían el 

estado BEC, y que la formación del estado BEC no garantiza la superflui<lez, pues depende 

de la existencia de corrientes que fluyen sin disipación y requiere de correlaciones - interac

ciones entre bosones. En el mismo año, Richard Ogg [3] propone la posibilidad de emparejar 

electrones en el espacio real de modo que cumplan con la estadística de Bose-Einstein, tras 

alcanzar la superconductividad en soluciones de metal-amoniaco. Tras otros intentos, fue 

en 1957 que Bardcen, Coopcr y Schricffer proponen una teoría para la supcrconductividad 

denominada teoría BCS [4], la cual básicamente es una teoría de atracción débil donde 

se sugiere el emparejamiento de electrones con espín y momentos lineales opuestos que se 

da en el espacio de momentos, obteniendo los denominados pares de Cooper [5], los cua

les aparecían debido a que, matemáticamente, los pares de Cooper son más estables que 

un electrón individual dentro de la red, lo que permite experimentar menor resistencia; y 

físicamente, los pares de Cooper son más resistentes que los electrones individuales a las 

vibraciones dentro de la red, ya que la atracción a su par lo mantiene más estable. Por 

ello, los pares de Cooper se mueven a través de la red prácticamente sin ser afectados por 

las vibraciones térmicas (fonones) por debajo de la temperatura crítica T
e
, en la que se ve 

la transición a fase superconductora. Se propuso la idea de un estado colectivo en donde 

muchos pares de electrones (o de fermiones) actúan juntos para producir al estado de cero 

resistencia, visto mediante una función de onda de muchas partículas que corresponden a 

un gran traslapamiento de pares de fermiones con momentum nulo del centro de masa, cero 

2 



momento angular (s-wave) y cero espín total (singlete) [12]. La teoría BCS enfrentó todos 

estos retos e hizo predicciones cuantitativas para las propiedades de los superconductores. 

Tras el éxito de la teoría BCS, se fueron descubriendo varios fenómenos cuánticos de muchos 

cuerpos que se sosteµ,fun en esta teoría, tales como la interferencia de dos BEC traslapados 

[6], la fase de cohere�ia de rango largo [7], vórtices cuantizados [8] entre otros. Lo que todos 

estos fenómenos tienen en común es la existencia de un estado coherente de muchos cuerpos, 

el cual es un concepto que se introdujo fenomenológicamente por Ginzburg y Landau en 

1950 [9], con el fin de explicar más a fondo la superconductividad. 

Recientemente, un punto de interés es el estudio de gases cuyas componentes presentan 

poblaciones inuy desbalanceadas, donde los átomos mayoritarios o medio circundante llevan 

una amplia diferencia de población con los átomos minoritarios, también llamados impurezas 

[10]. Cuando éstas impurezas interactúan con el entorno forman cuasipartículas llamadas. 

polarones. El entendimiento de la física de los polarones al interactuar con su medio 

es un problema central en los sistemas de muchos cuerpos. Este problema fue abordado 

inicialmente por Landau y Pelear [11], quienes demostraron que los electrones en un medio 

dieléctrico son vestidos por fonones formando a los ya mencionados polarones. Las impurezas 

que interactúan con los átomos del medio son denominadas polarones de Fermi o de Bose 

según sea la naturaleza del medio [20]. 

1.3. Descripción del problema de Investigación 

En este trabajo nos enfocamos en los polarones de Bose y su comportamiento en sistemas 

bidimensionales, resaltando sus propiedades espectrales. Para ello, en el primer capítulo se 

define la función de Green del sistema y sus principales propiedades, ya que la función <le 

Green es una poderosa herramienta que permite estudiar los estados ligados del sistema 

con y sin interacción, además de ofrecer la masa efectiva y el tiempo de vida del polarón. 

Y, a su vez, para esto se construye la matriz T, la cual permite explicar la evolución de los 

estados propios del sistema tras la interacción. 
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La construcción de la matriz T es dada de dos formas diferentes: la primera es mediante 

el uso de series de Born y la segunda es mediante una derivación a partir de la ecuación de 

Schrodinger, corroborando así la equivalencia entre ambos métodos. 

En el segundó capítulo, se hace la descripción de los estados ligados del polarón de Base 

partiendo del_Hamiltoniano de Frohlich y usando dos importantes herramientas: la ecuación 

de Dyson y el ansatz de Chevy, y finalmente se muestra una implementación numérica de 

la función espectral del sistema, dependiente de la energía del polarón y de la longitud de 

dispersión, bajo aproximación a estado fundamental. 

1.4. Objetivos del Estudio 

El objetivo principal de esta investigación es entender las propiedades de cuasipartícula 

de una impureza fuertemente acoplada a un condensado atómico de Base - Einstein en dos 

dimensiones, dichos resultados permitirán entender el comportamiento de las impurezas 

cuánticas y propiedades relacionadas con su movilidad, vida media y energía. Cabe resaltar 

que el estudio de impurezas más allá del modelo de Frohlich incluyendo resonancias de 

Feshbach es un proyecto original, que no ha sido estudiado previamente por la comunidad. 

Los resultados de este trabajo serán relevantes para la extensión de este modelo a sistemas 

de la materia condensada y óptica cuántica. 
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Capítulo 2-

MARCOS TEÓRICO Y 

CONCEPTUAL 

2.1. Marco Teórico 

2.1.1. Función de Partición gran canónica 

En esta primera sección, se introduce el desarrollo de la función de partición a través 

de funcionales integrales que permiten relacionar el aspecto estadístico con el mecánico

cuántico para darle un sentido físico claro a las herramientas que serán usadas posterior

mente. 

De la física estadística, sabemos que las propiedades de equilibrio de un sistema interac

tuante en el ensamble gran canónico de muchos cuerpos siguen de una función de partición 

gran canónica [14] 

(2.1) 

donde /3 = 1/kBT, µ es el potencial químico, T es la temperatura absoluta del sistema, 

Íl y N son los operadores Hamiltoniano y número de partículas, respectivamente. Nuestro 

objetivo es evaluar esta cantidad combinando la teoría cuántica de muchos cuerpos con la 
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integral de caminos de Feynman. 

Así como se verá, este objetivo se alcanzará escribiendo la función de partición como 

una funcional integral sobre campos dependientes del tiempo <l>a(x, T), en la misma ma

nera escribill}OS la función de partición para una partícula individual como una integral 

de caminos SQbre trayectorias dependientes del tiempo x( T). Estos campos realmente son 

autovalores de los estados coherentes [Ap. AJ, así la ecuación (2.1) se puede expresar en la 

representación de estados coherentes 

z - J fJ- M':Mº exp [ � ���º l (�ole-Plh-µ/V)l�o) (2.2) 

el término ubicado entre los bra-kets puede ser acomodado de forma que pueda expresarse 

en función del operador de evolución, haciendo el cambio (J = Í'T /ñ. Es posible ver que 

ahora la ecuación (2.2) tiene el valor de expectación del operador de evolución en distintos 

estados l</>a), usando [Ap. B3] y aplicar la rotación de Wick (t = -iT) [46] para la forma 

de este valor de expectación, se tiene 

(</>le-it(fr-µÑ)/li l</>) = j IT d</>
�

d</>
j · exp(</>*(ñ/3)</>(ñ/J))exp(-Se [</>j , <1>;]/ñ), (2.3)

j=l 

donde lo que se hizo fue separar en N espacios el tiempo T, que va desde O a ñf:J, se aplica el 

operador evolución N veces sobre el estado dado en el tiempo inicial De esto, aplicándolo 

en (2.2) 

Z = f d[</>*]d[</>]exp[-Se[</>, <j)*]/ñ], (2.4) 

donde la acción euclidiana (aplicable sobre el espacio euclidiano [42]) Se [</>, q¡*] está deter

minada por 

Definimos al Hamiltoniano funcional gran canónico [41] como 

J 
ñ,2'72 

H[</>*,cp] = L dxcp�(x){- 2m + vex(x)- µ}</>a(x)

+ ½ L J dx J dx'</>�(x)<t>:,(x')V(x - x')</Ja,(x')<l>n(x).
a,o.' 
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La ecuación (2.5) se sigue de la forma de la segunda-cuantización del Hamiltoniano y del 

operador número, juntos con la propia definición de estados coherentes, es decir J0(x)l1>) = 

1>a(x)l1>) y J&l1>) = 1>�(x)l1>), vex es un potencial externo, que no genera interacción 

entre las partículas c;lel sistema y V(x - x') es el potencial que refleja la interacción entre 

partículas, ubicadas en los puntos x y x'.

La notación abreviada para la medida de la integración considerando que N tiende al 

infinito ahora resulta 

J J 
N 

J 
N dtj>* dq>. 

d[1>*Jd[1>l = II d[1>;Jd[1>j l = II II j,a1í J,O: 

J=l J=l a 

= 
j II <l[1>;Jd[1>aJ,

a 

(2.6) 

lo cual, en principio, describe la forma de integración en base a una nueva medida [45], ya 

que en principio las diferenciales solo se valían de un solo índice, y luego se valdrán de dos. 

Con este primer resultado podremos entrar en detalle a la descripción de sistemas de muchos 

cuerpos a bajas temperaturas, pero antes es necesario estudiar un sistema ideal, para luego 

tomarlo de base para describir a los sistemas con interacciones entre partículas. 

2.1.2. Gases Cuánticos Ideales 

Sea la función de partición Zo de un gas cuántico ideal sin interacción entre partículas. 

Se deja entendido que en (2.3) se tiene una sumatoria en el exponente de la acción sobre 

los índices O'.. Para el gas cuántico no interactuante, tenemos de (2.4) y (2.5) 

¡n/3 j { a 1rv2 

} So[1>",1>] = i; Jo
dT dxtj>�(x, r) ñ

07 - 2m + vex(x)- µ (/Ja(x,r), (2.7) 

y evaluando la función de partición, ésta se reduce para realizar una integral gaussiana sobre 

los campos. Una de las formas posibles para evaluar la acción en la función de partición 

para encontrar una expresión para la energía del sistema es el método de la función de 

Green. 
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Método de la función de Green 

Es la técnica más conveniente y versátil, también la que se extiende más fácil para los 

gases cuánticos interactuantes. El método consta en introducir explícitamente la inversa 

de la función/de Green no interactuante G0;;,a,(x, T ; x', T1), la cual se puede apreciar que 

aparece cuando la función evaluada es una función generadora [Ap. Bl] 

Z0[J, J'] - j d[,P']d[,P]exp { � [p dT j dx; [p dT'
x j dx' 1>;Ax, T)G0;�,a,(x, T ; x', T1)</>a,(x', T1

) + c/J:(x, T)Ja(x, T) + J,:(x, T)c/Ja(x, T)},

(2.8) 

donde, siguiendo el camino trazado en el Apéndice Bl, se entiende que al medir correlacio

nes, se tendrá 

1 82 Zo[J,J*] ( ( ) ( , ')) ( , ') -2 ']*( )"J ( 1 �') = c/Ja x, T <Pa' X , T = -Go,a,a' x,T;x , T , 
O u a X, T u n' X , 1 

(2.9) 
lo cual podría obtenerse únicamente añadiendo los términos </J�(x, T)Ja(x, T)+J�(x, T)<Pa(x, T) 

al exponente de la función de partición, es decir que una forma tentativa de expresar ésta 

función es 

Za = jd[c/J*]d[</J]exp {L 1ñf3 dT j dx ¿ 1ñf3 

dT' j dx'c/J�(x, T)G0;;,a,(x, T;x', T')c/Ja,(x',T')},
a O � O (2.10) 

donde la función específica G0�
1 , (x, T; x', T1

) que conduce a esta expresión aún tiene que
,0'10' 

determinarse. Para recuperar la forma de la acción, se ve que hay integrales e índices que 

. no deberían aparecer, los cuales pueden omitirse si se añaden deltas de Dirac y Kronecker, 

respectivamente. Aplicando esto a (2.7) 

-�So[</>*,</J] = ¿ j dT j dT' j dx j dx'q¡�(x,T)G0;;,a,(x, T;x',T')</Jn,(x', T')
a,o:' 

= -* ¿ j dT j dT
1 j dx j dx'cp:(x,T) [n! - n2 �: + vex 

- µ] (2.11)
<x,o.' 

X (/J:,(x1,T1)óa,a'ó(T - T
1)ó(x - x'), 
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factorizando las integrales y sumatorias 

-1 1 1 i 2 v ex 1 • 1 
· { a n2 } 

GÜ;Q,Q,(x, r; x, r ) = -h, '\1r
-
li 2m 

+ V - µ Órx,n'ó(r - r )o(x - x ),

y operando la inversa en ambos miembros, finalmente se obtiene 

(2.12) 

8Q a1 8(r - r')iS(x ,_ x') = _i._ {li
8

8 
- li2 v'

2 

+ v= - µ} Go-a.Q' (x, r; x', r'). (2.13)' ri T 2m ' . 

Se muestra de (2.13) que Go;Q,Q,(x, r; x', r') de hecho, es una función de Green en el 

aspecto matemático. Para continuar, se define el valor de expectación de los operadores 

campo sometidos a un ordenamiento temporal, a través del teorema de Wide [43] 

A 
At / /(T['lj!a(x, r)'lj!Q,(x , T)]) 

= 0(r - r')(,J;Q(x, r)-01,(x', r')) + 0(r - r')(,J;�,(x', r'),J;Q(x, r)), 
(2.14) 

donde T es el operador de ordenamiento temporal [41], ('0a(x, r),J;;,(x', r')) da la probabi

lidad para que una partícula individual que fue añadida en (x', r') sea encontrada en (x, r)

y 0( T - r') es la función de Heaviside. 

Ya que el valor de expectación es determinado en el ensamble gran canónico, vemos que 

el operador de Heisenberg de tiempo imaginario -0a(x, r) es definido como 

(2.15) 

y obedece la ecuación de movimiento de Heisenberg 

(2.16) 

en combinación con (2.14) se llega a 

in :T (T[-0a(x, r)-0!,(x', T1)]) = líó(r - r')([-0a(x, r), ,J;!,(x', r')]) 
(2.17) 

+ iÍI(T[{/JQ(x, r),0�1 (x', r')]), 

usando las relaciones de conmutación a tiempos iguales 

(2.18) 
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entonces, habiendo un factor ó(T - T1) que permita usar esta propiedad 

(2.19) 

de esto se pueae ver que, comparando con (2.13), la función de Green también se puede 

describir usando 

(2.20) 

que es la forma en que la función de Green para sistemas de muchos cuerpos suele encon

trarse con mayor frecuencia en la literatura. [14,41]. 

2.2. Cuasipartículas 

En un gas cuántico no interactuante, las energías de los estados de partículas individuales 

con masa m están dadas por 

ñ2k2 
liwk = €.k - µ = -- - µ,

2m 
(2.21) 

y la presencia del potencial químico µ implica que se trabaja en el ensamble gran canónico. 

Esta relación también es llamada relación de dispersión o de energía-momento para 

las partículas. Si el gas cuántico se convierte interactuante, entonces las partículas ya no 

actuarán como si estuvieran separadas, ya que percibirán al medio que las rodea. Como 

resultado, las interacciones entre las partículas cambian la dispersión (2.21), donde la razón 

física para este cambio es que las partículas que viajan a través del gas ahora tienen que 

mover a otras partículas de su camino (las repele) o arrastrar temporalmente a las partículas 

vecinas (las atrae). El nuevo objeto compuesto por la partícula y su entorno a menudo se 

comporta muy parecido a una partícula, por ello es sugestivo llamar a este compuesto como 

cuasi partícula, y el espectro de excitación resultante de la partícula individual en presencia 

de un medio interactuante es llamado espectro de excitación de la cuasipartícula. 
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Figura 2 .1: Impureza sin interacción pasa a interactuar con el medio que los rodea, formando una cuasi partícula

Para dar una base sólida al concepto de cuasipartícula consideraremos la función de 

Green interactuante Ga,a'(x, T; x', T1), y se buscará el espectro de excitación de la cuasi

partícula para nuestro sistema de interés, y el valor de expectación de cualquier observable 

de una partícula, todo esto a partir de la revisión de las propiedades y la importancia de la 

función de Green para el estudio de sistemas de muchos cuerpos. 

2.2.1. Importancia de la Función de Green 

Para simplificar la notación, se usarán los operadores A y Ben lugar de los operadores 

de campo -Ja (x, T), lo cual se volverá al cambiar al final para el análisis de resultados. 

Se procede a desarrollar en función del operador ordenamiento temporal, 

T11(Á(t), B(t!)) = 0(t - t!)Á(t)B(t') - r¡0(t' - t)B(t')A(t),

en donde r¡ = -1 si los operadores conmutan y r¡ = + 1 si los operadores anticonmutan al

evaluar su evolución temporal 

in ;t A(t) = [Á(t), Hol11 
, Á(t) = 

eiifot/li;ie-iiiot/ñ 
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La función de Green de (2.20) puede separarse en dos partes

i A A 

GA.,s(t, t') = 7i,0(t' - t)([A(t), B(t')]71 ) (propagador avanzado),
i A A 

GÁ_ 8(t, t') = - -8(t - t')([A(t), B(t')]11) (propagador retardado),
.l- ñ 

entonces la función de Green vista anteriormente sería el propagador causal [50], dado

por

GÁ_ 8(t, t') = _ _:(T11 [Á(t), B(t')]),
' ñ 

Sea la función de correlación entre A y B

(A( t)B(t')) = � Tr ( e-fliI eiiiot/li Áe-iHot/lieiHot' /li Be-iÍI0t' /ñ)

= � Tr (e-¡,ft Á(t - t')B(o)) = (Á.(t - t').B(ü))

De forma similar para (.B(t')Á(t)) = (.B(O)Á(t - t')), lo cual implica

(2.22)

(2.23)

(2.24)

así es como se ve que la función de Green solo depende de la diferencia entre los tiempos

de medición.

Ahora, sea Hll) = Edl), entonces el valor de expectación de A es 

(Á) = Tr(pÁ) = � ¿ e-/3E¡ (llA.ll),

y sea la función de correlación

también

(Á.(t)É(O)) = � ¿ e-/3Ei (ZIA.(t).B(O)ll)
l,m 

= � 
L 

e-fjr;¡eit(E1-Em) (llAlm)(mlBll),
l 

(.B(O)Á.(t)) = � L e-f1Emeit(E1-Em) (ZIA.lm) (ml.Bll),
l,m 
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si se representa (2.27) en forma de una transformada de Fourier 

(B(O)A(t)) = r
oo dw J(w)e-iwt ,

Loo 21r 

mediante la transformada inversa 

J(w) 'L: dteiwt(B(O)A(t))

� ! ¿
1 

e-i3E=(llAlm)(mlBll) L: dteit(liw-E=+Ei)/ñ,
,m 

usando la relación 

L: dteitw 
= 27f(5(w)

se obtiene 
27f '°" (JE , , J(w) = Z 

Le- m(llAlm)(mlBll)ó(11W - Em + E¡),
l,m 

siguiendo el mismo camino para (2.26), se tiene que 

(A(t)B(ü)) = r
oo dw ef31iwJ(w)e-iwt _

J _oc 27f 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

De la definición del propagador retardado, se obtiene su representación en transformada 

de Fourier 

GÁ B(w) = _!:_ r
oo 

dt[8(t)[(A(t)B + 77.BA(t))]]eiwt 
' ñ J_oo 

= _!:_ r
00 

dt[e(t)[(A(t)B) + 17(BA(t)J]eiwt , 
n Loo 

de (2.28) y (2.31) 

haciendo 

GÁ B(w) = _.:_ ...:::!_ (e{jliw' + ry)J(w') dtei(w-w')te(t), . ¡00 d / ¡00 
' ñ -oo 27f -oo 

f(w) = r
oo 

dteiwte(t) = r
oo 

dteiwt 

J_oo Jo 

= lím r
oo 

dtci(w+ú)t = lím (-i_· -. ) ' 
f-+O+ Jo f-+O+ W + iE 
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(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 



y su transformada inversa 

F(t) = (')O dw
f(w)e-iwt = lím r

oo dw 
(

ie-i
�

t

)' 
J _oo 27f t'-}O+ } _00 21r W + U: 

haciendo el cambio w -+ w - w' 

/ 

F(t) = lím r
oo d(w - w') 

[ 
iei(w-w')� ] ,

€-}o+ } _= 21r w - w' + u:

aplicando en (2.33) 

r ' 
[ 

[00 dw' (ef3r¡w' + r¡)J(w')
] ªAB(w) = hm J ------ .

' €-}O+ -oo 21rñ, w - w' + Ú: ' 

separando en dos partes 

aA8(w) = hm -----+r¡ ------'---'-- , r , [100 dw' ef3fll.,J' J(w') 1= dw' J(w') 
] ' €-}o+ _00 21rñw - w' + iE _00 21rñw - w' + iE 

usando (2.31) 

r , 
[ 

1 """(e-{JE¡ + rJe-fJEm)(l/A/m)(m/B/l)l aA 8(w) = hm - L.,------------ ,' €�o+ Z liw - (Em - E1) +iE 
l,m 

y debido a la identidad de Sokhotski [44] 

lím (-
±

1 
. ) = P (2.) ::¡: im5(w),{�0 w u: w 

se tiene 

(2.35) 

(2.36) 

ar (w) - aª (w) = hm -(e13fll.,J + r¡)J(w') ---- - ----
, 100 dw' 

, ( 
1 1 

) A,B A,B {-}o+ -oo 21r/i w - w' + ú. w' - w - ú. 

= -i(et3hw + r¡)J(w),

en caso que tengamos A = _Bt 

ar (w) aa (w) ( /3fll.,J ) A,At - A,At _ I ar ( ) __ e + 77 /( ) 
2i - m A,A t W - 2 

. w , 

J(w) = - ( e/3,: + r¡) I
ma�,At (w),

14 
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aplicando en (2.35) 

a
r w) = lím - -

[ 100 dw' ImG::i_ At(w')
] A,At( l---+O+ -oc 1r/i w -w' + Ú. ' 

(2.38) 

es decir, cuando A.t = Í:J, la información sobre la función de Green está comple

tamente contenida /�n su parte imaginaria, siendo ésta la razón por la cual, cuando 

busquemos medir el éspectro del sistema, tendremos que usar la parte imaginaria de la 

función de Green. 

Ahora, se buscará aplicar lo visto hasta ahora para los operadores de campo A = iÍ! k,cx 

y Í:J = A.t. Sea un sistema de fermiones no interactuantes 

sabiendo que se cumple 

así, usando la ecuación de movimiento [Ap. A3J 

G�,k' ( W) = Ócx,cx' Ók,k' Gr:( W),
a1c

l 

haciendo k = k' y a= a', en (2.41) 

lím (ñw + 'iE - E:k + µ)Gí::.cx(w) = l,
l---+O+ 

( 1 )a
r w = lím k,cx() t---+O+ liw-ck+µ+ú. 

separando en parte real e imaginaria 

Gi:: (w)=P( l )-iñ1ró(ñw-ck+µ), 
, a fiw- ék + µ 

15 

parte 
imaginaria 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 



de esto 

- :,/mG%,a:(w) = ó(ñw - Ek + µ),

donde, por (2.38) 
1 Aa(ñw - ck + µ) = -

--¡;;-
ImG,;: a(w) 

7rn 

es la función espectral, en este caso aplicado a un sistema sin interacción. 

Por otro lado, si se toma t = t' = O en (2.28) 

A A ¡= dw 
(B(O)A(O)) = -.l(w) 

-= 21r 

haciendo Á(O) = �k,a: y .B(O) = �1.a: y aplicando en (2.38) 

donde 

j
•CX) d 

('111,a: 'Vk,a:) = -(X) 2;ñ 
(-2f(w)ImG%(w))

j= dw 
= - --¡;;-J(w) (-1rñó(w - ck + µ)) = J(ck - ¡.1,),

-<XO 7rn 

1 
f(ck - µ) - ----- (para fermiones),- ef1(ck-¡,) + 1 

(2.44) 

(2.45) 

donde se ve que la función de Green se relaciona con la densidad de partículas del sistema. 

Lo expuesto en esta última parte muestra la versatilidad que tiene la función de Green. 

Siendo la parte imaginaria de su expresión en el espacio de frecuencias la más importan

te por ser necesaria y suficiente para poder describir el desarrollo y la composición de un 

sistema de muchos cuerpos, dando forma a su espectro de frecuencias mediante su función 

espectral, y por dar la densidad de partículas del sistema en el estado inicial. Se entiende 

que estos resultados, si bien se mostraron para un caso sin interacción en (2.43), es posible 

extender estos resultados a sistemas interactuantes. 

Al estudiar casos reales, los parámetros más importantes son los momentos lineales, las 

frecuencias y las energías, las cuales nos permiten tener una visión panorámica de cómo se 
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comporta el sistema en estudio. Descomponiendo la función de Green usando (2.14) 

Go;a,a:' (x, T; x', r') = -i(T[,,J,a(X; r),,J,!, (x', r')]) 

= -i0(r - r')(;/;,x(x, r);/;�,(x', r')) - i0(r - r')(;/;l,(x', r');/;n(x, r)), 
(2.46) 

/ 

donde se vió que el P!imer término es el propagador retardado, el segundo elemento 

es el propagador adelantado, y en conjunto, a la función de Green se le llama también 

propagador causal, el subíndice O indica que se aplica a un sistema sin interacción. 

Expresando al ket lx) en función a una base de kets l<t>v) como 

(2.47) 
V V 

y haciendo las siguientes consideraciones 

,(/;t(x,t) = ¿<t>:(x)c!(t), ;/;(x,t) = ¿<t>v(x)f-v(t), (2.48) 
V V 

y considerando unícamente al propagador retardado ( t > t'), se tiene que 

G0(x, r; x', T1

) = -i8(t - t')([;/;(x,r)�t(x', T')]), (2.49) 

reemplazando (2.48) 

Gó(x, T; x', r') = -i8(t - t')([¿ <Pv(x)cv(t), L <t>:,(x')ct,(t1)]) 
V V 

= :z= <t>v(x)<t>�,(x')[-i0(t - t')([ev(t), 2t,(t')DL 
(2.50) 

v,v' 

de esto se tiene una expresión más pequeña que no considera variables espaciales. Tomando 

para v = v' 

Gó(v, T, r') = -i8(t - t')([ev(t), c!(t')]), 

considerando lo obtenido anteriormente, se puede llegar a 

, fi (e-f3Em + e-f3En) l(mlf�jn)j2 
Gó ( v' w) = hm 

z L fiw --1 ( E E ) + . r¡--+0 - n - m i 17 
n,m 

17 
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esta es la denominada representación de Lehmann del propagador retardado, el cual 

está expresado en el espacio de frecuencias, y mediante sus polos permite hallar los estados 

ligados del sistema, evitando las singularidades mediante un término infinitesimal dado por 

r¡. 

/ 

2.3. Mar.ca Conceptual 

2.3.1. Ecuación de Dyson 

Hasta el momento, se ha tratado el casos de un sistema sin interacción, el cual en sí es el 

más sencillo de abordar, pues hay más herramientas adicionales que permiten corroborar la 

eficacia de la definición de la función de Green. Ahora buscaremos tratar casos con interac

ción, los cuales tienen como fundamento principal la teoría de pertubaciones, donde según 

sea el orden de perturbación, se puede apreciar la aparición de una infinidad de términos. 

Sin embargo, es posible mostrar que éstos términos pueden reducirse a una sola función 

denominada autoenergía, la cual ayudará a encontrar los estados ligados del sistema con 

interacciones siguiendo un método no perturbativo. 

Para empezar, se inicia con las ecuaciones de Schrodinger 

(E - ÍI)w E(x) = O,

(E - H0)w�\x) = o,

donde se define H = Ho +V, siendo el caso en el que la interacción entre átomos no cambia 

de forma considerable la energía total E del sistema. Además, la función de Green cumple 

por (2.19) 

(E - ÍI)G(x, x', ,) = 8(x, x'), 

(E - Ílo)Go(x, x', ,) = 8(x, x'), 

omitiendo por simplicidad los subíndices ü, e/ y notando que, por (2.24), la función de 

Green solo depende de un parámetro temporal ,, por lo que también se omite el factor 
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c5(T - T1) visto en (2.19). De esto, considerando que w�\x) es la solución homogénea de la

ecuación de Schrodinger, la función de onda del sistema con interacción resulta

IJ/�(x) = \Ji�)(x) + j Go(x,x',r)V(x')wE(x')dx',

análogamente se tiene

\Ji E(x) = w�\x) + j G(x, x', r)V(x')w�\x')dx',

comparando

G(x, x', T)V(x')w�) (x') = Go(x, x', r)V(x')w E(x')

= Go(x, x', r)V(x') [ w�\x) + j G(x, x', r)V(x')w�)(x')dx']

= Go(x, x', r)V\Ji�) + Go(x, x', r)V(x') j G(x, x', r)V(x')\Ji�)(x')dx',

factorizando

G(x, x', r) = Go(x, x', r) + Go(x, x', r)V(x') j G(x, x', r)dx',

donde ya es posible apreciar la recursividad. Aplicando la transformada de Fourier, se tiene

G(w) = Go(w) + Go(w)VG(w), (2.53)

ahora, haciendo (q!Vlk) = Vkk, (qlGo(w)lk) = Go(k, w)c5k,
q 

y usando la completitud de los

estados ¿
k 

lk) (kl = Í se ve que al aplicar los autoestados lk) por derecha y por izquierda

se tiene [19]

G(k, k,w) = Go(k, w) + Go(k,w)VkkGo(k, w) + ¿ Go(k, w)VkqGo(fJ, w)VqkGo(k, w) + ....

q 

Aquí se define la cantidad E(k,w) como la suma de todos los términos intermedios

resultantes de estados inicial y final diferentes entre sí

E(k, w) = Vkk + ¿ VkqGo(q, w)Vqk + ¿ VkqGo(q, w)Vq1Go(l, w)V¡k +... (2.54)
k#q q#k

l#k 
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la forma diagramática de (2.54) se ve mediante la Fig. 2.2. 

E(k,w) 

./ • + 

q =ftk 

•·• +
q * k l * k 

•·•·• + 

V1cq Vqh 

Figura 2.2: Representación diagramática de la autoenergfa como suma de todos los términos con estados inter

medios, con k # q [19)

Csando esta definición de ¿;(k,w), se puede reescribir los diagramas de la ecuación de

Dyson. 

Ahora tendrá la forma 

G(k, w) = Go(k, w)+Go(k, w)¿;(k, w)Go(k, w)+Go(k, w)¿;(k, w)Go(k, w)¿;(k, w)Go(k, w)+. ..

esto puede mostrarse en diagramas de Feynman en la Fig. 2.3. Aplicando la identidad para 

una serie infinita 

G(k,w) � Go(k, w) [ 1 + t[E(k, w)Go(k, w)]"] 
1 

-
-1 , 

G0 
(k, w) - ¿;(k, w) 

finalmente, se tiene la ecuación de Dyson 

G(k,w) 

)la 

G0(k,w) G0(k,w) .E(k,w) G0(k,w) 

-----•------- + ____ ,... _____ @--•----- + 
...

Figura 2.3: Diagrama de Feynman de la función de Green de un sistema con interacción
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En base a lo mencionado en (2.43), se tiene 

1 
G(k,w) =·-----,

ru,; - E:k - 'E(k,w) 

separando las componéntes real e imaginaria de la autoenergía 

-
1 

G(k,w) = -----------, 
ru,; - E:k - Re('E(k,w)) - ilm('E(kw)) 

siguiendo el análisis dado en (2.52), la. P-nergía de la cuasipartícula sería 

Epa!= E:k + Re('E(k, Epa!)),

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

Buscando explorar nuevas propiedades las cuasipartículas , supongamos que éstas se 

encuentrau bien definidas y existen para pequeíias excitaciones cercanas a E
pa! y de bajo 

momentum. Tomando (2.56) y expandiendo la parte real de la autoenergía en serie de Taylor 

de primer orden, de modo que (k,w)--+ (O, Epa!), se tiene 

( { 
(tUv - Epa!) 8 

1 
G(k, w) = ru,; - Re['E(O, Epa!)]+ ñ, ow 

(t:k + Re['E(ü, w)]) /iw
-

Ep

ol 

+ k2 / 
2 

(ék + Re['E(k, Epa!)]) 1 } - ilm['E(k, w)J)-l
uk k2=0 

(2.58) 

como Epa! es un polo para la función de Green, se entiende que todo el contenido entre las

paréntesis grandes es igual a cero, de esto se tiene que 

k2 --; (t:k + Re['E(k, E
pa!)])' + ilm[E(k, w)ok k2=0 

tu,; - Epa! = ------8----�'---:--
,
�-----

1 - I_ � (Re[E(O, w)]) 
ñ, uw 

ñw-Epol 

(2.59) 

definiendo a la inversa del denominador del segundo miembro como el residuo de la

función de Green G(k,w) [20] en el polo tu,;= Epa! denotado por Z, se tendrá [54] 

Z= (1-I.: (Re[E(ü,w)])I )-
1

, 
ñ uW liw

-
Epol 
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así, al acomodar los términos de (2.58) e introduciendo al residuo en la expresión, 

z G(k,w) = 

----.-

a

-=--------,-1 _____ _ 

ru,.; - Epol - Z k2 

ak2 (Ek + Re[:E(k, Epo1)])
k2=0 

- ·iZim[:E(k, w)]

y finalmente sé' expresa como 

G( k, w) = _____ z_
k

_2 ___ i_· -, 

ñw - Epol -
2m* + 2Tk(w) 

donde 

2: .. = Z k2 ( 2� + a!2 Re[:E(k, Epo1)] L=J , 
siendo m* la masa efectiva del polarón, y 

1 
-( -) = -2Zim[E(k, w)],
Tk W 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

siendo Tk(w) el tiempo de vida del polarón. Ésto último se puede apreciar relacionando 

las ecuaciones (2.44), (2.34) y (2.43), obteniendo 

G(k,w) = -i 1-: dw'A(w')e-iw'te(t),

probando evaluarlo con las definiciones dadas de (2.60) 

G(k, t) = -i21r0(t)ze-iEpoJt/ñeik
2/2ñm* e-t/2rk(Epol): (2.63) 

en donde se ve un decaimiento en la función de Green descrito por el tiempo de vida Tk(E
p01) 

del polarón. 

Finalmente, como la función de Green se relaciona con operador de evolución Ú(t) = 

e-iÍit/ñ mediante 

lím f
00 

dteiwt ü(t)eiE: = lím i!i(ñw - fl + iE)-1 = iG(w) 
t:-tO+ } _ 00 t:-tO+ 

así para cuando E � o+ la función de Green también otorgará la tasa de probabilidad de 

transición, de forma que, para el espacio temporal 

Wa-tb(t) = l(a.liG(k, t)lb)l 2 
r-..; P.-1/r(Epol), (2.64) 

donde se ve claramente que la tasa de probabilidad de transición decae con el tiempo. 
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2.4. Matriz T 

Se inicia el estudio de la dispersión LS, donde dos partículas interactúan mediante un 

potencial V= V(r1 - r2), que solo depende de las coordenadas relativas r = r1 - r2 entre 

tales partículas. Sea el Hamiltoniano total 

ÍI = Ílo + V (desde coordenadas relativas) 
,2 

--L+v'. 
m1m2 mr = ' 2mr · ·rn1 + m2

con mr como la masa reducida de las partículas dispersantes. Si la separación entre las 

partículas es tan grande que el potencial de interacción puede despreciarse, entonces se 

tendrá el hamiltoniano para una partícula libre 

Ílol</>) = El</>) (sin interacción)=> (E - Ílo)l<t>) = O. 

En esta región, la función de onda es una superposición entre el estado dado por la onda 

plana entrante con momentum relativo k y el estado dispersado con momentum relativo k'. 

Por la interacción se tiene un nuevo estado 1'11), y como estamos interesados en procesos de 

dispersión elásticos, la energía se conserva 

(Ílo + V)lw) = EIIJ!) => (E - Ílo - V)IIJ!) = (E - Ílo)I</>), 

pasando a la inversa 

l<t>) = Jw) - v, lw) => lw) = 14>) + v, 1'11)
E- H0 E- H0 

(es una operación recursiva de Lippmann-Schwinger[44]).

En la teoría de dispersión existe una cantidad relevante llamadan amplitud de disper

sión, la cual es la amplitud de probabilidad para el estado inicial dado por la onda plana 

con momentum relativo k de ser dispersado dentro de una onda circular con momentum 

relativo k' (para el caso en dos dimensiones), y en el límite asintótico (r -too), cuando la 
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distancia entre partículas es mucho mayor que su rango de interacción, la función de onda 

Jw) tiene la forma de la suma de la onda plana entrante más la onda circular saliente [18,55] 

(rlW) � e'" - f J i ,,,,.
q 81rqr

(2.65) 

Ahora, en lugar de tratar explícitamente con los estados de dispersión Jw), es posible 

resolver el problema de la dispersión de un modo más conveniente. 

Desde las series de Born 

Para empezar, se torna la definición de la función de Green sin interacción 

Go(E) = lírn : , 
é-.o+ E - Ha + iE 

y se aplica en la ecuación de Lippmann-Schwinger 

además, usando la propiedad de serie geométrica para una razón pequeña 

1 2 3 
--=l+z+z +z + ... , 
1 - z

entonces se tendrá la serie de Born [4 7] 

Jw) = (1 + GoV + GoVG0V + ... )J<t>). (2.66) 

Basándonos en nuestra interpretación de integrales de caminos, se ve que cada término 

contiene al menos un "evento <le dispersiém". Para cada término, la on<la dispersada se pro

pagó libremente desde el último punto de dispersión hasta el observador. Esta propagación 

libre se puede factorizar usando (2.66) mediante J\Ji) = 11>) + IW)s, siendo así 

I\Ji) = 11>) + Go(V + VGoV + VGaVGoV + ... )14>), 

entonces, la sumatoria entre paréntesis es el historial de todas las formas posibles en las 

que la partícula podría haber llegado a la ubicación en la que se da la dispersión al final 

24 



[16]. Condensando esta expresión en el operador 'Í' y la llamamos matriz de transición o

matriz T, 

[\JI)= 14>) + Go'Í'[ef>), 

usando la ecuación modificada de Lippmann-Schwinger (aprovechando nuevamente las series 

geométricas) 

y de esto, también se tiene 

'Í'f4>) = Vfw) 
A A 1 A 

= Vfef>) + v A v¡w), 
E - H0 ___..

TI</>)

A A A 1 A T =V+ V A T,
E-Ho

así se ve que la ecuación de Lippmann-Schwinger se puede resolver iterativamente 

[\JI)= (1 + GV)lef>) = (1 + GoT)[ef>), 

aplicando (r[ en ambos lados, tomando [4>) = [q) 

donde se puede hacer 

finalmente se ve que 

(rl \JI) = (rlq) + (rlGoTlq) 

= (rlq) + (rlGolr = O) (r = O!Tlq), 

lím (r!Golr =O)= - m /Íeiqr ,
r-+oo fi2 

y� 

(r!W) = eiqr - (m /Íeiqr) (r = OITlq)n2 Y� 
- ¡;z;- - [rn ] = eiqr - --eiqr -(r = O[Tlq) .81rqr ñ2 

__ _,, __ _, 
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Por otro lado, expandiendo la matriz T en serie de Born y considerando el primer 

término como To = V 

A A A 1 A 

T1 =V+ V A V, 
E-Ha

A A A 1 A A 1 A 

T2 = V + V , V + V , V 
E-Ha E-Ha

., 

1 
. v

E-Ha

para resolver el término enésimo, se propone al potencial de contacto V ( r) = Voo ( r), lo 

cual ayuda enormente en los cálculos pues en el espacio de momentos se puede expresar 

como V(k) = V0 , ya que la transformada de Fourier de la función de Dirac es la unidad, y 

además el hecho de que la interacción sea de contacto (independiente de k) en el espacio 

de momentos permite hacer la suma en términos de una suma geométrica [18]. Entonces, 

aplicando estados sobre Tn se tiene 

con II(E) = ¿k E_ ñ,2�2 /2mr, 
pero haciendo contínuo, se tiene

así 

de este modo 

Va 

( 
1 

)
-1

(r = OITnlq) --+ (r = OjTjq) = 1 _ 
VoII(E) 

= Va 

-II(E) 

( 1 
J 

d
2
k 1 

)
-l

r=OTq = -- --( 1 1 ) Va (2n-)2 E+ iQ+ - ñ2k2 /2rnr 

aplicando en (2.65) 

= 
m __!_ - lím � 1 

[ 
2 )-1] Íq ñ,2 ( Vo c--+O+ 

J 
(21r)2 E+ ü+ - ñ-2k2 /2mr 
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haciendo E + Í€ = ñw, y se introduce A 2 como una energía de corte ( cuto ff en inglés) para 

la interación bosón - impureza, la cual se asume como la mayor energía que pueda medirse 

en el sistema. Entonces 

1 ¡kn k mr 2 2 kn II(E) = -
( ) 2 dk 2 2 = -� [1n (-2ñw mr +ñ k )J0 J271" o ñ k 27fn - /Y.,) - --2mr 

mr ( 
-2mrñw 

) mr ( 
ñw 

) 2 2 / = 21rñ,2 ln 
-2mrñw + ki = 21rñ,2 ln 11W - A2 ' A = ko, 2mr,

tomando que A2 
» 11W, es decir que A2 es mayor que cualquier energía del sistema, 

siendo 

II(E) = rnr 
l (-2ñw mr) = 

mr 
l (- ñw) = II(w) 

21rñ,2 n k2 21rñ,2 n A2 
n 

Va T(w) = 1 -VoII(w) 
1 

1/Vo -II(w). 
Se define la energía de enlace Eb de modo que 

de esto 

ñw = Eb / lím T(w) --+ ±oc, (Eb es polo de T(w))ñw-+E& 

así, haciendo ñ = 1 

1 27f 1 
T( w) = ---,-----,---------,,-------:- -

mr
ln (- 2Ebmr) 

_ rnr
ln (- 2w mr) - mr 1n (

E
w
b)'

27f kf1 
27f kf1 

hasta aquí T(w) no depende de ko,, pero diverge en w = Eb . 

Devolviendo a su forma 

, 271" 1
T(E) = hm -

( IE I ) , , f-+ü+ mr l - b 
11 --

E+ú 

27 
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de esto, en (2.69)

-4

Íq = 1 E
-ln(l-1) - iH(E) 
1r Eb

siendo aw la longitud de dispersión.

-4

2 
-ln(kaw) - iH(E)
7r 

(2.71)

La matriz T describe físicamente el resultado de un proceso de colisión, en el que las

partículas interactúan mecánico-cuánticamente un número arbitrario de veces, de modo que

la matriz T suma todos los procesos de interacción elementales que tienen lugar durante la

colisión.

Desde la Ecuación de Schrodinger 

Por otro lado, sea la ecuación de Schrodinger en 2D [52]:

(
-h,2 \72 + V(r)) w(r) = Ew(r),
2mr 

donde E = /t2 k2 /2mr. Separando en coordenadas polares

1 8 
( 

8 
) 

1 
( 

82 
) 2 2mr V ( r) 

;: ar 
r 

or 
w(r, 0) + 

r2 a02 
w(r, 0) + k w - f¡,2 

w(r, 0) = o,

haciendo separación de variables

de esto, se ve que

w(r, 0) = ¿ a1 R1(r)T¡(0),
l=O 

d2T¡(0) 2 1
02 + l 71(0) =O-+ 71(0) = r,;;:cos(l0),

d y7r 

�j_ (
r 

dR¡(r)
) + (k2 _ 2mr V _ !:..-) R¡(r) = O,r dr dr !t2 r2 

si se hace R1(r) = u¡ / y'r, se tiene

_d2_u....,....1(r_) 
(k2 _ 2mr V _ (l2 - 1/4)

) ( ·) = 0 
dr2 + f¡,2 r2 

u¡ r '
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Es importante mencionar que para los gases ultrafríos se suele trabajar con ondas-s

(l = O) y con distancias muy largas entre partículas, por lo que la interacción entre ellas

V(r) tiende a cero, considerando esto para (2.77)

se tiene

así

se define

d2 ·uo(r) 
( 

2 
l2 ) 

dr2 + k + 4r2 uo(r) = O,

uo(r) = Aov'r[.Jo(kr)cosóo - No(kr)senóo],

uo(r)Ro(r) = .Ji ex A0 [cotooJ0(kr) - No(kr)],

{3¡ _ ( 1 . du1(r)) 
- Ru1(r) dr r=R-'

lo que implica para l = O

t:. (E) _ xNó(x) - /3oNo(x) . x 
= kR,co uo -

xJó(x) - /3olo(x) '
ñ,2 

con E « E R = 

R2 
y kR « l,

2mr 

Jo(x) = 1 + O(x),

2 
( 

xe1 

)No(x) =; ln( 
2

) + O(x),

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

con R como el alcance de la interacción y 'Y como la constante de Euler-Mascheroni [17].

Así 
2 

( 
xe'Y 

) cotJ0(E) =; ln( 
2

) + O(x). 

Ahora, resolviendo (2. 77) de forma general

R1(kr) = AiJ1(kr) + B{N1(kr),

se tiene para el caso asintótico, por definición de las funciones de Bessel

1/2 7r 1 
R¡(kr)--+ A1 (kr)- cos(kr -

2
(l + 

2
) + ó¡),
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junto a la ecuación (2.75), se tiene para (2.74) que 
oo 

IT 1 
IJl(r, 0) --+ """"'A1(kr)-112cos(kr - -(l + -) + 81), L 2 2 l=O 

y corno es posible expresar una onda plana en dos dimensiones corno [51] 

eikx = eikrcos0 = L qilcos(l0)J¡(kr),
l=O 

donde Eo = 1 y Et>O = 2, y corno para el caso asintótico se tiene [53] 

(2.87) 

(2.88) 

(2.89) 

entonces, reemplazando (2.88) y (2.89) en (2.87) y comparándolo con (2.65) se tiene que 

� ¡2 IT 1 . /i 'k 
L E¡i

1cos(l0) y -:;¡;;:cos(kr -
2

(t + 2))-J
q y �

ei r = 
l=O 

oo /& 
IT 1 

LA¡ -
k 

cos(l0)cos(kr - -(l + -) + 81). 
r 2 2 

l=O 

separando coeficientes de eikr y e-ikr, se encuentra que

A¡ = EilciJi , 

así, aplicando en (2.90) se tiene que 

J
q = � E¡il

cos(l0)e-in/2(l+l/2) [ -4VÍ .] = � f1(k),L cot81-i L 
l=O l=O 

así, para l = O y usando e-in/4 = R,, se tendrá

usando (2.84) [15] 
. (k) -

-4 
fo - 2 k:fü:'"Y 

-ln(--)- i
IT 2 
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comparando con (2.71) se tiene que 

Re"f 
a2D = -

2
-,

y de esto, la energía de enlace depende del alcance de interacción de la forma 

o de otro modo

Así, de (2.84) se ve que es posible la relación 

2 
cotóo(E) = -ln(ka2D) + O(kR), 

y como 

se puede ver que 

7r 

(ka2D)2 
= E/Eb, (kR)2 

= E/ER, 

cotóo(E) = -ln(E/Eb) + O(E/ER), 
7r 

(2.95) 

(2.96) 

(2.97) 

(2.98) 

(2.99) 

y de (2.69) se concluye que la amplitud adimensional de dispersión se expresa como 

2mr 
J

q 
= ---;;;:¡:-(r = O!T!q), (2.100) 

lo cual también puede expresarse como [18] 

(2.101) 

así se ve que los elementos de la matriz T están directamente relacionados con la amplitud 

de dispersión, ya que la amplitud de dispersión es la transformada de Fourier de la matriz 

T. En resumen, la matriz T describe el campo dispersado en todo el espacio, incluso dentro

de la región de interacción. Por lo tanto, la transformada de Fourier de la matriz T describe 

el mismo campo dispersado en el espacio de momentos. La amplitud de dispersión, por otro 
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lado, solo describe el campo dispersado en la región de campo lejano (r-+ oo), por lo que 

se entiende que los diferentes componentes del momento se separarían espacialmente, con 

el resultado de que la amplitud de dispersión debería reflejar la transformada de Fourier del 

campo dispersado. En otras palabras, solo el componente de amplitud total correspondiente 

a un valor part_iculat k llegará a un observador ubicado en la dirección k [16]. 

Así, usando (2.94) y (2.101) es posible llegar a una expresión para la matriz T de una 

onda-s a bajas energías, dada por [17] 

r-i(O) = mr [.!.1n (Eb) + ·] 
2/í2 

1r E i ' 
(2.102) 

que justamente viene a ser lo obtenido en (2.69). 

Habiendo llegado hasta aquí, ya se tienen las herramientas necesarias para abordar sistemas 

interactuantes de muchos cuerpos a bajas temperaturas. 
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Capítulo 3 -

DESARROLLO DEL TRABAJO DE 

INVESTIGACIÓN 

3.1. Construcción del Hamiltoniano de Frohlich 

Antes de empezar a abordar el problemta como tal, es necesario construir el hamiltoniano 

que se usará para encontrar los estados ligados del sistema, y como se trabaja con sistemas 

de muchos cuerpos, es necesario que tal hamiltoniano esté representado según la forma de 

la segunda cuantización [56]. 

Sea el operador hamiltoniano 

. L fi? L 
i 

H = -+ Uh)+ - � V(ri,rj), 
2m 2 � i i i,j,#j 

donde las energías del sistema están dadas por 

ÍIIE) = EIE), 

(3.1) 

(3.2) 

además (r!E) = 'lj;(r) y podemos decir que fl tiene una base de estados propios l'I/Ja-) que 

obedecen 

(3.3) 
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los cuales también cumplen (rj,¡/J0 ) = ,¡/J0
(r), (,¡/J0 j,¡/J13) = 00 ,¡j y permiten describir a un 

estado arbitrario como una combinación lineal de la forma 1'11) = L
a 

bal'lj!). 

Ahora, calculando el valor de expectación del hamiltoniano fI en un estado arbitrario 

('111Íllw) = (w¡ili¡w) = / dr(w¡iil¡r)(rlw) 

= j j drdr'(wlr')(r'IHlr)(rlw). 

donde se usó al operador identidad 

i = j drjr)(rj. 

tomando r = r' y dando forma, 

(w¡iI¡w) = Jdr w*(r)Ílw(r) 
densidad hamiltoniana 

Ahora, aplicando conceptos de segunda cuantización 

il = j dr\llt (r)Íl{i/(r), 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

y se redefinen a las funciones de estado como ií,(r) = L
a 

b0{/;0 (r), donde b0 es el operador 

de aniquilación aplicado al autoestado j,¡/J0), y bh será el operador de creación aplicado al 

mismo autoestado. 

Reemplazando en (3.6) 

il - J dr [ �>i,t (r)bt] f¡ [ � b,,b,(r)]
= j dr ¿ blb13 'Ja(r)E13 ,J13(r) 

a,{3 

(3.7) 

= ¿ bhb13E13 j dr{/;l(r){/;13(r), 
a,/3 

donde se puede ver que 

(3.8) 
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entonces 

(3.9) 
n,fj °' °' 

siendo n°' el operador número de partículas que están en el estado l,¡µa), Este resultado 

indica que cada "partícula" que ocupa el estado l,¡µa) tiene energía Ea, y que cada vez que 

se añada una partícula al sistema en cierto estado, la cantidad de energía aumentará según 

sea Ea para cada estado, es decir según los números de ocupación del sistema, y según la 

naturaleza de la partícula, el valor de expectación de cada operador na será 

(na)= {O, l}, para un sistema de fermiones 

(na) = {O, 1, 2, 3, ... }, para un sistema de bosones 

Por otro lado, si tenemos un operador arbitrario que actúa sobre una sola partícula, la 

forma de abordar el problema es semejante a la ya vista 

(3.10) 

donde 81 = I:
,a 

81,¡µfj)(,¡µfj J, es decir el operador es diagonalizable para ciertos estados 1-¡µ[j), 

donde los autovalores son dados por 8\-¡µ[j) = ofj l'!µ[j), 

Dando forma 

Ó = 
j dr [ �?l(r)hl] 01 [ p,J,(r)]

= ¿blb"Y j dr,(/;l(r)811ia(r) = ¿blb"Y 
j dr(,¡µalr)81(rl,¡µ"I)

°',"Y a,, 

= ¿ blb"Y(,¡µal81\,¡µ"Y) = ¿ bhb-,(,¡µa\8\-¡µ,a)(,¡µ,al,¡µ"Y) 
ª,"Y,fJ 

se ve que tiene una forma semejante a lo obtenido anteriormente. 
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Ahora, para el caso en el que hayan interacciones entre dos cuerpos en un sistema con 

muchas partículas, se tiene que 

i=l i<j 

= ½ ¿ V(ri, rj)lr1)lr2) ... ¡rN), 
i,j;if,j 

(3.12) 

y si hacemos el cambio de notación lr1)lr2) ... lrN) = lr1, r2, ... , rN) y 1/J(r) = b(r), entonces 

aplicando sobre cierto estado 

[it(r)bt(r')b(r')b(r)h,r2, ... ,rN) = bt(r)bt(r')b(r')b(r) (bt(r1) ... bt(ri)J IO) 

= ¿ pn-ló(r - ri)bt (rn)bt(r')b(r') [bt(r1) ... [it(rn-1)bt(rn+1) ... [¡t (r1)] IO) 
i=l 

= ¿ pn-ló(r - rn) ¿ ó(r' - Tm)bt('rn) (í}(r1) ... í}(rn-1)bt(.,.n+1) ... [¡t(r1)] IO) 
i=l j#i 

= ¿ 8(r - 1\)ó(r - rj)h, r2, ... , rN), 
i,#i 

(3.13) 

donde Pes el signo que se relaciona con una permutación de términos (P = 1 si son bosones 

y P = -1 para fermiones), multiplicando V(r, r') por ambos lados e integrando sobre r y

r' obtendríamos 

1 
J J 't 't 

' ' 1 � 
2 

drdr'b (r)b V(r, r')b(r')b(r) = 

2 
_¿ V(ri, rj), 

i,J#i 

por lo que, podemos asignar al operador potencial V la forma 

V=½ j j drdr1 \llt(r)\J!tV(r, r')\J!(r')\J!(r), 

siguiendo el mismo camino trazado para el caso de 1 partícula 
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la integral puede expresarse como 

j j drdr' ('l/Jalr)('l/J�1lr') V(r'l'l/J-y)(rl'l/Je:) = j j drdr' ('l/Ja, 'l/J,glr, r')V(r', rl'l/J-y, '1/Je:) = ('l/Ja, 'l/J,e lVl'l/J-y , '1/Je:), 

(3.16) 

haciendo 

V= ¿ Vc-.,,B,-y,él'l/Ja, 'lj),e)('l/J-y , '1/Je: I, (3.17) 
o.,,B,-y,é 

finalmente se llegará a 

(3.18) 

por lo que al expresar el hamiltoniano con interacción en el formato de segunda cuantización 

tendrá la forma 

(3.19) 

donde E; es la energía cinética de la partícula y Uc es el potencial externo aplicado sobre 

el sistema percibido por cada partícula. 

Es debido a la forma integral del potencial de interacción que se puede ver que las 

unidades de V0,,e,A1,e: es energía/mD , siendo D la dimensión en la que se trata el sistema, por 

lo que si tenemos un sistema bidimensional entonces las unidades serán energía/m2
, así, 

en caso que se pueda considerar V0,,e,-y,e = Vbb! A como la interacción entre las partículas 

creadas mediante ht. Suponiendo que hayan más de un tipo de partículas interactuando 

en el sistema, las cuales puede denotarse por et y e como los operadores de creación y 

aniquilación, respectivamente, y éstas no interactúan entre sí, pero sí interactúan con las 

primeras partículas con un factor de ¼e/A, entonces el factor 1/2 es omitido del término de 

interacción para este caso, y despreciando cualquier potencial externo al sistema, el nuevo 

hamiltoniano tendrá la forma 

(3.20) 
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donde E� representa a la energía cinética de la partícula nueva. Para el caso de interacciones 

a bajas temperaturas, consideramos que tras cada dispersión el momentum neto se conserva 

[41], si denotamos el momentum lineal de las partículas dispersadas como k, k' y q como 

el momentum lineal que las partículas intercambian tras la colisión, entonces finalmente el 

hamiltoniano p_odrá expresarse como 

(3.21) 

habiendo seguido todos estos pasos, obtuvimos el hamiltoniano que será usado para estudiar 

un sistema bidimensional de bosones con impurezas. 

3.2. Obtención de la energía del polarón 

A partir de este punto, se hará la consideración de unidades naturales fi = l. 

Sea el sistema en cuestión a estudiar con un Hamiltoniano 

energía de los energía de las interacción pequeña entre bosones 
bosones impurezas (para usar la teoría de Bogoliubov) 

interacción 
bosón-impurezas 

(3.22) 

donde 9BB es la energía de interacción entre los bosones, g¡ B es la interacción entre los 

bosones y las impurezas, la cual puede ser arbitrariamente grande, t:f es la energía cinética 

del bosón con momentum lineal k cuyos operadores de creación y aniquilación son bl y bk, 

y t:{ es la energía cinética de la impureza, cuyos operadores de creación y aniquilación son 

el y ck. Sea el tiempo t = O, se crea una impureza con momento k y masa m¡, lo cual puede 

verse como !'11(0)) = 4IBEC), siendo !BEC) la función de estado de un condensado de Bose-

Einstein que, para nuestro propósito, obedece la teoría de Bogoliubov para interacciones 

débiles entre bosones [39]. 

La evolución en el tiempo de este estado es 
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es decir, en el sistema de bosones se crea una impureza con momento lineal k, y se estudia la 

evolución de este nuevo sistema en el tiempo. Sea el traslape temporal ( overlap) o proyección 

de estados dado por el elemento de matriz de dispersión S

S(t) = (w(t)lw(ü)) = (BECI cke-iiit cllBEC) 
'---v--" 

ck(t) 

= (BEClck(t)cllBEC). 

Por otro lado, si 9IB = O, entoncfü los bosones y las impurezas no interactúan entre sí 

(están desacoplados) y la dinámica de ck(t) se ve mediante 

finalmente 

S(t) = (BEqe-iertckc11BEC) = e-iert(BEClckc11BEC)

= 

e-iert (BECII - clcklBEC) = e-iert(BECIBEC) 
---..,_, 

=0; pues en un BEC 
no hay impurezas 

esto se da cuando 9IB = O, así IS(t)I = 1 (su módulo no cambia), lo cual significa que en 

un ambiente sin interacción, el estado del sistema evoluciona adquiriendo una fase. 

La función de Green en el espacio de frecuencias (para este caso se usa el propagador 

causal) 

Gc(k,w) = G(k,w) = -i ¡: dt[0(t)('1J(O)l'1J(t)) - 778(-t)(w(t)lw(O))]eiwt ,

y como t > O 

G(k, w) = -i 100 

dt(w(O)lw(t))eiwt = -i 100 

dtei(w-eüt, 

39 



la integral por sí misma no converge, por lo que se hace

así

S(t) = e-ieft-+ lím (e-i(cf-ir¡)t),r¡-;Q+ 

G ( k, w) = lím ( � . ) 
r¡-+O+ w - e k + ir¡ 

(función ideal de la impureza, con 9IB = O),

La función espectral de G ( k, w) se define como

A(k, w) = _ ..!_ImG(k, w) = 6(w - E{).
7í 

A(k, tq.) 

- w;=c1,

3 

2 

1 

-10 -5 5 10 {L1 

Figura 3.1: Función espectral de un sistema sin interacción

La impureza, al no interactuar con el BEC (g¡ B = O) mantiene su misma energía w = t::{.

Por lo que, para un sistema no interactuante, la función de Green de la impureza es

G(k,w) = lím ; . . (Es la relación de dispersión de la impureza)
r¡-;Q+ W - E

k 
+ ir¡ 
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Por otro lado, cuando se analiza un sistema con interacción (9IB =/- O), se pueden 

intentar dos modos para llevar a cabo el análisis: 

l. Se propone un ansatz para 1'1t(t))

2. Se usa la ecuación de Dyson con la función de Green

Se inicia con el punto l. 

Se considera que el sistema en su estado base se define por IO) = c;,-0IBEC), es decir,

tiene una impureza con momentum nulo. En ese sentido, debido al acoplamiento bosón -

impureza, se tiene una corrección a la energía en el estado base, dada por (GS1H1_8¡GS) =

g¡sno, que representa a la aproximación de campo medio del sistema. Por otro lado, si se 

considera un gas ideal haciendo 9BB = O, se tiene la aproximación de Bogoliubov para bajas 

temperaturas T --+ O K para el cuarto término de la ecuación (3.22) 

(3.23) 

donde el primer término es el relacionado con la interacción de campo medio, el segundo 

término se relaciona con la interacción mediada entre bosones e impurezas ( término de 

Frohlich) y el tercer término se da para energías mayores al del estado base (k, k', q =/- O), se 

le denominará como el término más allá de Frohlich. Considerando que en un condensado 

de Bose-Einstein no hay fonones, se tiene que Sk lBEC) = o, donde sk aniquila un fonón 

de Bogoliubov de momento k, se propone un ansatz, tal que se considere la creación de 

fonones que no alteren el momento total del sistema, partiendo por separado los aportes 

del estado fundamental y las excitaciones elementales generadas por interacciones entre 

bosones e impurezas, todo aplicado sobre el condensado. Tal función de prueba es el ansatz 
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de Chevy [12] 

¡w<P)) = 'l/Joc;r-olBEC) + ¿ <,Dqctb�qlBEC)' (3.24) 

Estado base 
q 

Excitadones elementales 

factorizando 

[,J,(P)) - ( ,¡,0c1=0 + � f,cib�,) [BEG), (3.25) 

Este ansatz es una función de onda expandida de muchos cuerpos con una impureza que 

emerge del mar de Fermi en términos del número de excitaciones partícula-hueco. Aplicando 

el principio variacional 

6!
0 

(w<P)¡s - E¡w<P)) = o, 
6:

� 
(w<P)¡s - E¡w<P)) =o,,

aplicando la función (3.25) por partes, se tiene para el término sin interacción 

(w(P)I.Hol'1f(P)) = ¿ l<t>kl2 (1{8
) - Ef)),

para el término de Frohlich 

(w(P)I.HFl'1f(P)) = 9IBfi ¿ ('l/Jo<,Dq + 'l/Jo<t>;), 
q 

para el término más allá de Frohlich 

p,q 
Así, aprovechando los índices mudos p y q, se define 

E= (w(P)IH - E¡w(P)) = ¿ l<t>ql2 (E�B) - Ef)) + 9IBfi ¿ ('l/Jo<,Dq + 'l/Joc/J;)
q q 

+
9�

B ¿ c/J;+qc/Jp - E ('l/Jo'l/Jo + ¿ <1>;</>q),
�q q 

=l 

(3.26) 

(3.27) 

donde el último término sirve como una restricción al sistema ( multiplicador de Lagrange). 

De este modo 
liE {no� 
li'lj;* = 9rny AL </>q - E'l/;o,

o q 
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8E ( (B) (!)) Jno 9IB � 81>* = </Jq €.q - Eq + 91 B V ;(,¡,,º + A L.,, </Jq - E</)q, 
q 

q 

reescribiendo la sumatoria de la expresión anteriorde la forma 

¿</Jq 
= xo-'lj;o, 

(3.29) 

(3.30) 

donde xo es una función auxilar, esto implica <le (3.27) que (sirnplifican<lo la notación 

.9IB = g)
Xo9� 'lj;o =

E+ g�' 
(3.31) 

y de (3.29) que 

<p (iB) - (Y) - E) + 9IB (no ( XoY� 
) 

+ 9IB 
( 

Xo9� 
) = O, (3.32)q q q VA E+g� A E+ g� 

acomodando en función de las sumatorias 

Xo 
[ 

1 g 
l </>q = (B) (I) E fnol/ . A 

. (gno + E) '
E - Eq + Eq + gy -v / A 

(3.33) 

aplicando sumatoria sobre todos los valores de q en ambos lados y usando (3.30) se tiene 

que ( : Lq E - E�;) + E�I)
) E= nog g I ' 1 - A Lq 

E (B) + (I)- Eq Eq 

(3.34) 

si ahora se decide agregar el aporte que genera la interacción de campo medio, se tendrá la 

energía de la cuasipartícula Ep, dada por 

acomodando 

( 

g 

I ) 
A Lq E - (B) + (1)Eq Eq 

Ep = nog + nog 9 1 
, 

1 - A Lq E -
(B) + (1)Eq Eq 

nog Ep = 
g I 

1 - A Lq E (B) + (I)- Eq Eq 
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separando la energía de la impureza E
P 

� wk - t:f), se tiene 

(3.37) 

se ve que el segundo término de la derecha de (3.37) es la energía adicional que la im

pureza adquiere al interactuar con su entorno, es la autoenergía, de lo ya desarrollado 

anteriormente hasta la ecuación (2.57) se ve que es posible denotar esta expresión como 

(3.38) 

a este punto se aprecia que, en contraste al escenario inicial, la energía de la cuasipartícula 

ya no solo se ve influenciada por la interacción del campo medio, sino también por la energía 

de interacción del condensado de B-E. Es posible denotar este cambio mediante el diagrama 

de Feynman de la Fig. 3.2 para una interacción entre partículas distinguibles. 

,' 

,' 

T 

! I 

Figura 3.2: Diagramas de Feynman de las funciones de autoenergía a usar. 1481 

Por un lado, revisando la función de onda de la cuasipartícula (3.25) se puede apreciar 

que la parte que ofrece mayor información sobre la cuasipartícula es el coeficiente del opera

dor cb, el cual se apega más al resultado que esperamos en el estado fundamental, obtenido 

mediante el residuo de la cuasipartícula ffo. Por otro lado, la sumatoria de coeficientes 

del segundo término de (3.25) expresa un contínuo de excitaciones de la función espectral, 

visible en la Fig. 3.3. 
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Ahora, se considera el punto 2 para analizar el sistema con interacción. La forma espe

rada de la función de Green es dada por la ecuación de Dyson vista en (2.55) 

1 G(k, w
)
= 1 ( )'

w - E:k - I:k w 

donde la autoenergía l\(w) es un término que depende de las interacciones, por lo que se 

entiende que si 9IB -+O::::;, I:k(w)-+ O. 

Presencia de 

la impureza 

-1.0 -0.5

A(x) 
10 

6 

4 · 

2 

O.O

Dispersión de las 

excitaciones continuas 

_Jª';pa,tfcula 

-

0.5 1.0 

Figura 3.3: GráCTca t!e la función esµectrnl po.ra un co.So po.rticular J., ewegía tle i-,nlace Eb, 

Buscando la energía de la cuasipartícula (polarón) mediante un polo de G(k, ú..'), se hace

es la energía de la cuasipartícula, presentada mediante una ecuación autoconsistente. 

Así, si 9IB = O, entonces w = e{; es decir, la energía de la cuasipartícula sería la misma 

que la de la impureza. 

45 



3.3. Funciones posibles para la autoenergía 

Interacción de campo medio 

Ofrece una función de autoenergía que no depende de w, dada por 

:Ek (w) = nogIB 

sin embargo, al aplicar en la función de Green Gk (w) 

Gcampo(k,w) = lím ( 
l 

. 
) medio 17-+ü+ Wk - Ek - nogIB + 'lrJ 

= P ( / ) + i [-1r8(wk - e{, - no91s)L wk - Ek - nog¡B 
ImGk(w) 

entonces la función espectral será 

1
A(k,w) = --ImG(k,w) 

7f 

lo que significa que el polo se mueve de lugar, entonces la energía de la cuasipartícula será 

tal como se puede apreciar en la Fig. 3.4. 

Interacción de Frohlich 

Por otro lado, si para la autoenergía se usa :Ek(w) = n0Trn (k, w), donde Trn (k, w) es 

la matriz T de interacción impureza-bosón que se hizo mención en las relaciones (2.69) y 

(3.38). Ésta función de autoenergía tiene la forma 
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A(k, tq,) 
-,-----. ------- -----¡·----- - --- . -- . -----4 - ----- ----- --- -·-------,-

i - wk=dk i 
i ¡ 
! - "'k=d x+nog'IB : 

1 i 
--¡-------------- :- - ---- - --- 3 -----fl-·-----------+----

1 l 
! 

! 

----2- - - --------
¡ 

___ j 

¡ 
l 

---¡----------- --
-- -¡ -------1

1 
�------------- 1. 

-10 -5 o 5 10 Ú1c 

Figura 3.4: función espectral para una función de autoenergía constante. 

por lo que se ve lo siguiente: Si no hubieran interacciones, una impureza con k = O tendría 

- 1 
G0 (0, w) = lím 

1 . t-+O+ W - Ek=O + iE

y ahora para la función de Green con interacción se añade el término �(O,w), la función 

tendría la forma 
1 

G ( k = 0, w) = lím 1 . , 
t-+O+ w - Ek=O - �k=o(w) + u 

entonces la forma que se tendrá usando la matriz T de interacción será 

1 
G ( k = O. w) = 2 l , 

no n 
w--------

mr 1n (-l�bl) 
usando la continuación analítica se tiene que 

1
G(k = O,w) = lím ---�2,,....-

--...,..
1
----

,-+0+ no n 
w - ---�---- + ú 

mr ln (-J§l) w+u 
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para poder graficar el resultado, se hacen ciertas consideraciones, tales como mostrar el

argumento del logaritmo en representación polar

ln (-J§L) = 1n (1-J§LI) +i0,
w+u w+u 

lím 1n (-J§L) = 1n (1 Eb 1) + i1rH(w),
t-+O+ w + 'lf. w 

donde 0 es el argumento de la forma polar, y H(w) es la función eicalón de Heaviside, donde

así

{l. w > o 
H(w) =

o, w < o 

1 
G(k = O, w) = lím ----2�---�1----t-+O+ . 

no 1r 
w + '/,E - -- --,-,------,-,-------

mr ln ( 1 !b 1) + i 1r H ( w)

se ve que T(w) no diverge si w = -Eb > O, puesto que en este caso H(w) = 1, pero sí

diverge cuando w = -Eb < O, por lo que T( w) tiene un polo para energías negativas.

3.4. Implementación numérica 

Gna consideración muy útil para graficar este resultado es uniformizanclo las unidades,

para esto se definen los valores

k2 
E - _!!_. kn = J 4n2non- 2m' 

donde las masas son m¡ = m = 2mr . Sea la función de Green

G(w) = lím . 
1

,-+O+ W + U: - I:(w)

por En y haciendo x = w /En,

, 1 
EnG(w) = hm . 

"( )f.-+O+ W + 'lE - ¿_, W 
En

1, 
1 

= im 2 1,->O+
X + U: - - ---:-:---,---:---=-----

7í ln ( 
1 � l · I !: 1) + .¡ 1r H ( x)
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por otro lado, se define la energía de enlace Eb 

dispersión de dos dimensiones). Con esto se tiene 

1 
---

2
- (siendo a20 la longitud de

ma2D

1 2m
---2- k2 = 

ma2D n 

2 

Eb 2 
se define 'Y= kna2D , y -de esto a= ln(,), entonces e°' = 1, = -- así

En e2°', 

EnG(w) = G(x, a)= lím 
{--tü+ 

así se tendrá la función espectral 

1 -
A(x, a)= --Im[G(x, a)] 

1í 

(3.39) 

(3.40) 

en las Fig. 3.5 y 3.6 se ven el código en Wolfram Mathematicay Python de la ecuación (3.40), 

respectivamente, donde las zonas rojas son los polos que representan los valores posibles 

para la cuasipartícula según sean los valores de la energía de enlace, dada implícitamente 

T ; "' (2/ Pi) ,. (1 / (Los[A.bs (2 / (Exp(2 • a] • x) J J .. I •Pi• HHvisideTheta [x])) 
{_flÚK,ero p: L1.o·-- Lv,1:i.v Jb ... �+'),,":í'..o:i":o":tJI ! !_1t-.. 3,3. J"ft� ;.,�,J'v;S,i..;.:-: 

G::l/(x-T-.I•8.8S) 
lrimlf5o1 

Densit)1Plot[-I111[GJ /P1, {a, -4, 4), {x, -s, 2}, PlotRans• ... {All, All, (8, 4) ), 
:_.repre.s.er('� ··· :JAlf1<e ··· Lr"F:,n*.rº �11 [i:1r'fr-1 i.1r. 1r.1;,;,;', .. .t-�,t�j t�"-�) 

PlotPoints .. 288, Im•s•Marsins .. e, labelStyle .. Diritctive[22, Black, Fontfao,ily ... "Times Now Roman"], 
Lnü:!r,ero de �.Jrli"'.JS aen l· · �rn;\r,¡¡¿n.e-s e,(• m1,'.f:.Jt<1 ('-!::.!i,.;- tie er�:)�,; ¡ &tl""'(!,J ,i,;. :!!BY:' ,�,r.,,r.1:! � t:¡x; d,-: ;_¿: ¡.� 
Framalabel ... {Style( •a•, Ital.ic, Black, 22, FontFamily ... "Timu Now Roman" J, Style ["><", Ita He, Black, 22, 
ÍE{,q:uet.a de nt.-:,:co l�K, L�i..!H>� · !'1'.�9fc- · t-.--tm,!il.;¡ -J"'" !1_:;..) �;1.1:- tet,,¡¡ '.-=!:·t:�J �11�:J-:-Z·J- Jrf-:'._11),:, 

FontFa111ily .. "Ti10es New R<><'!11n"J), I111aseShe-+ 358, Colorfunction .. "T...,peraturelol•p", ClippinsStyle .. AutOl!latic, 
lf',,im�t.;, de, bpt} i;J',.e �ett& :_�1fft.;:�1·rcc ;J,.-• !31::ien �-:.;!·t._'.!o')n r',.e ::.(.Ji�<! c.P-��z1!,) '.�· fK'.tt!L-ifJ:>) '-�·=-.1t ·.,..,_-1-H:�·v 

Labe1Style .. Directive [fontSize ... 22, Black, Italic, FontFamJ.ly ... "Tietes New Roean"), Plotlabel .. "A(><, a)", 
�� l� � L��·.,3 ;_iam.a.f\Q -:$t" tp·, -'.��! :r��(] -_�f.'�(A _f..;n ;;!....1 1

'.}t! i1;e, (l.� 'k-�í a Le.:'!' ,-·�l (� ,--:',!�!" �Cl :( r; 
AspitctRatio-+1, Ima1eHarsins ... &, PlotRan1ePaddinJ-+ &, PlotLesends -+Automatic) 
i.cooeni:e � el::'t,)(...,�<> lí�'W� o,: �..,¿'t�1 :,t;i,;' .. ::,-n-:::1...\r: :J:,,:t "üt�;:; tiil:' '-tV ... :U::f;_:n:jJ!i :!e wp · · i.;.ri)try'r;&it:n 

Figura 3.5: Código en Wolfram Mathematica de la gráfica de contorno de la función espectral.
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Viéndolo de otro modo, la variable x habla de la energía de la cuasipartícula y a habla

de la longitud de dispersión entre partículas del sistema. Y así, sea la función de autoenergía

con unidades uniformizadas

:B(x, a)= lím �---
1
--=-

t-+O+ 7r ln (
-2e-�°'

)
x+u 

(3.41) 

iot:po<'t. �•tplotlib.pypl-ot as plt 
i"l'- nue;,y as np 
11.,,..,-t uth 
11.d�fi,,,,!endo Lo ftK>ci.dfl esceJLó;, 
dtt H(k,1>); 

it .. o ... ('$ eL voto,. dor,de aparee� �l escolón 
H•np. �•r-os(l1tn(lcl) 
for i in ronee(len(k)): 

if{k[i]<•): 
H(i)•O 

e-lse-: 
H[i)•l 

r�turn H 
119rofi.contio Lo función e!:-:alcm 
i • !j 
e�np.e t:2. 718281828.J.59{)4.5 
p•np. pl #3.14t5926S35S9793 
><l • np.liMp•ce(O,S,5008) 
x2 • np . .llnspoce(-5,o,seoo) 
drf z2(x2,y), 

G • lf(x2-(2/p) "(l/(np. lo;e(abs(2' (np. <'p(2'y)/x2)))) )•8.001 • i) 
I"'6 • G.i ... g 

#sea (a fr.¡ncion er.pectrol. · �,r,-,erg{a n�ott'.� 

r-cturn -tmG/p 
alfa-np. liosp•c•( ·4,8. 394, 5000) 
P,np.ones(lo�( alfa)) 
n•l,...("2) 
W•np. ones(len(alfa)) 
for j in rang,,(lrn(alfa)): 

g,alfa[j) 
Z•z2(x2,g) 
T•Z 
T .,ort() 
P{j)=T[n-2) 
Z•Z2(x2,g) 

for le in range(len(alfa)): 
com;�or-=0 
�ndex • O 
&•<1lfo[lc) 
!•z2(xi,g) 
fc,r q in range,(len(Z)): 

if (P[k) =• Z[q]): 
ind�x �ontador"' 

ebe: 
,on'tad0r .... =-l 

W[k] =xl [index] 

i • lj 
e p.e .s2.7182Bil!t�S�S 
;,,,ip.pi !IJ. ¡.:ts926SJSS97_9J 
�2 • np.UMP6C<(0.,l,=) 
y. n¡,.lir.spa«(-4,o,see) 
tn'f z2c,a,y}: 

ú • l/(x2·(2/p)'(l/(np. loc(abs(2•(np.eXP(2'y)/x2) l )•i) ).0.001' i) 
IIIG • G.l.l!ac 

ss� La fur,cion t:5pectnH 
Nturn -1..C./p 

elfe2 • np.1i11soon(·l,4,S800) 
P•np.ór,<ts(l�(alfa2)) 
n�len(x2) 
iáon;,. ones(len(alf o2)) 
tor j in ra�(l<fl(olfo2)); 

g•aHa2.¡jJ 
Z•:2(X2,S) 
l•Z 
T .sort() 
P[j)•l(n-2) 
Z•z2(x2,¡¡) 

�or k in ,-....,¡e(len(olfa2)): 
COl'lt�0!"<9 
i.nacx • o 
B•elfo2(kJ 
Z•:2(x2,¡) 
for q io ran¡¡o(len(Z)): 

i• (P(k} •• Z[qJ); 
i�_x r:ccnt�di:>r 

�lsc: 
Cot1tadcr-t �J 

li2[k} •x2[index. 

Figura 3.6: Código en Python para obtención de la gráfica para la rama atractiva (izquierda) y la rama repulsiva 

(derecha) 
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A(x, fl') 
4 

1 

o 
3 

-1

-2
2 

-3

1 

-4

-5
-4 -/ o ·)

...., 4 o 

(l 

Figura 3. 7: Gráfica de contorno de la función espectral dada en la ecuación (2.40). 

51 



Capítulo 4 

ANÁLISIS Y DISCUSIÓN DE 

RESULTADOS 

Ahora estudiamos las propiedades espectrales y de cuasipartícula de la impureza aco

plada al gas de Bose. Tras graficar la función espectral notamos dos ramas polarónicas 

principales, una para valores de a negativos y otra para valores positivos. La rama para 

a positivas se conoce como el polarón atractivo, debido a que la energía de dicha cuasi

partícula se desplaza hacia energías negativas como consecuencia de una atracción entre la 

impureza y los bosones. 

Esta rama es dominante para a > O sin embargo vemos que al reducir el valor de a el 

ancho de esta línea se atenúa y al cruzar el cero se vuelve casi invisible, en este caso, se dice 

que la rama al perder visibilidad pierde peso espectral. 

Por otro lado, cuando a disminuye desde valores positivos a negativos, vemos que apa

rece peso espectral a energías positivas, este peso espectral es incoherente, en el sentido 

de que no forma ningún estado de cuasípartícula pues el peso espectral transferido al inicio 

es insuficiente, no obstante, al cruzar el origen, eventualmente el polarón atractivo pierde 

todo su peso espectral y se forma una nueva cuasiparticula bien definida. 

Ahora, sabiendo que la función espectral nos da una información acerca de la distribución 
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del peso espectral del sistema, para caracterizar al sistema es útil como mencionamos usar 

la teoría de la cuasipartícula. 

En la Fig. 4.1 mostramos más claramente las ramas polarónicas de la energía de las 

cuasiparticulas en función de a. 

X r-·-------- i ----------- ---+ 

1 

1 

-i.2 -;1 
i i 

1-----------···-·-··- --

t--· ----··-

1 
! 
1 ' 
�- ---·---�---- -� , ___ _ 

f 
• 

··-···- . -·- --4

1 
! 

- ---· -----· - --- _ _ _  1 

• Polarón atractivo

• Polarón repulsivo ,

Figura 4.1: Gráfica de los valores de energía del polarón y energía de enlace que ofrecen polos a A(k, w) en unidades

uniformizadas. 

Para graficar el tiempo de vida media y la tasa de decaimiento se usa (2.62), y así, en 

unidades uniformizadas se expresa como 

1 

( ) 
= -2Z(a)Im[I;(x, a)], 

T x,a 
(4.1) 

53 



para el residuo Z(a) se usa (3.41), de lo cual 

l 1 -1

Z(a) = lím 1 -
2 

2 
,;;-J,Q -2e 0 

1r(.1: + iE)ln2
1--. 1 

X+ ZE x=Epol 

(4.2) 

En este caso, la posición de las ramas polarónicas corresponde a los picos de la función 

espectral en Fig. 3.7, lo que nos indica que efectivamente, la función espectral es máxima 

alrededor de los estados de cuasipartícula. En términos de energía, vemos que el polarón 

atractivo tiene un corrimiento de energía considerable para a < O, este corrimiento a la 

energía es consecuencia del fuerte acomplamiento con el estado molecular cuya energía Eb 

incrementa para a < O. A este estado se le conoce como fuertemente interactuante pues da 

lugar a cambios significativos en la energía de la cuasipartícula. 

Por otra parte, la rama repulsiva solo se desprende ligeramente del origen, y no es 

resultado del acoplamiento directo con la molécula, sino una interacción residual que es 

mucho más débil. Ahora, podemos mirar que tanto peso espectral se distribuye entre las 

distintas cuasipartículas que aparecen en el sistema. En la Fig. 4.3 mostramos el valor del 

residuo de las dos ramas de polarón. 

La rama atractiva aparece con la mayor parte del peso espectral para a > O vemos 

que cuando a decrece, esta rama de polarón pierde residuo, esto es consistente con nuestro 

análisis previo de la función espectral, es decir, el ensanchamiento de la rama de polarón de 

la función espectral es consecuencia de una disminución del residuo de esta rama, es decir, 

al perder peso espectral, pierde residuo. 

Por otro lado, la rama repulsiva absorbe todo el residuo para valores de a muy negativos, 

al crnzar cero pierde re::;iduo y eventualmente e:; impo::;ible definir una c:11lli:lipartíc11la para 

esta rama para valores positivos de n:. 

Para entender el porqué la rama repulsiva deja de existir para valores positivos de a 

es conveniente recurrir al tiempo de vida de la cuasipartícula y el ensanchamiento de la 

función espectral. 
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12: (2/Pi) * (1/ (Log((-2•Exp[2••2J) / (x21'8,l•l)])"2) / (x2+8,l•l); 
L número pi L logantmo '. i:xpcoenc.al �nú,r.er o , '.riúm 

h2: Re(l/ (1-t2)]; 
[parte real 

r2 : { - a2, h2}; 

z2 : Transpose [ r2]; 
ltransposiaó.'l 

ist.Plot 2> 

�epresentación de lista 

Axeslabel ... {Style ["a", Italic, Black> 15, Fontfamily ... "Times New Roman"J, 
LetlQueta de ejes !est!o � al.ca L negro i_fa:ml<a de t,¡,o de letra 

Style["Z"
> 

Italic, Black
> 15, Fontfamily ... "Times New Roman"]}, 

L esllio ( 11iihca !f,egro �amiii;:¡ de tipo de !e\ra 

IGridLines ... Automatic, PlotLegends ... { "Polarón repulsivo"}, PlotStyle ... Thickness [ .5J J 
Loarrílla de iin·· · �aulornáttco !_teyendas <le rep,=,ntan6n Lestilo d.:,·�···- _qr= 

Figura 4.2: Código en wolfram para el residuo del polarón repulsivo 

z 

�--------------- 1.0 

�
0.8 

0.6

0.4 

0.2

-4 -2

• Polarón atractivo

• Polarón repulsivo

2 

Figura 4.3: Gráfica de los residuos para ambas ramas, dada por la ecuación (4.2). 
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Por un lado, hay que recalcar que la rama atractiva está situada a energías negativas 

y es el estado base del sistema, por lo tanto no tiene asociado un decaimiento, es decir, 

no puede decaer pues no existen estados a los cuales pueda ser energéticamente favorable 

decaer, pues esta rama es ya el estado base. 

Por otro lado, el polarón repulsivo si puede decaer, en Fig. 4.5 mostramos la tasa de 

decaimiento de la rama repulsiva como función de a, vemos que es una función creciente 

en a y corresponde al visible ensanchamiento de la función espectral en Fig 3. 7. 

El ensanchamiento de la función espectral determina directamente la vida de la cuasi

partícula, es una partícula con vida larga para valores grandes y negativos de a, mientras 

que su tiempo de vida se reduce dramáticamente para a � o-.

Cuando el ensanchamiento de la cuasipartícula se vuelve del orden de los corrimientos 

en la energía, se dice que la cuasipartícula deja de estar bien definida, pues es un estado 

que pierde coherencia, la cual esta asociada a polos reales de la función de Greeen, si la 

parte imaginaria domina, entonces decae más rápido que lo que oscila (ver Eq. 2.63). 

o2 = (2/Pi) * (1/ (Log[-2•Exp[2•a2] / (x2 + 0.l•l) ]) ); 

Ul2 = -2•lm[o2) * h2; 
!parte imagmana 

1:dv2 = l / tm2; 

Tf' = {-�2, b12/2}; 

te" Transpose[Tf'J; 
ittanspoSloón 

tdp"' { -a2, tdv2); 

tdp2 = Transpose[tdp]; 
ltrans.posic.00 

List:Plot: [t:c, 
(rep<esentac,ón de �sta 

Axeslabel-. {Style ['"a", Italic, Black, 15, Fontfamily-. "Times New Roman"], 
[eiiq,..ieta de ey,s ¡est;'o t.1ák.a :negro Jam�,a de t,p,o <!�, ietra 

St:ylerr./ E
n

'", Italic, Black, 15, Fontfamily -+ "Times New Romanw )), Gridlines-+ Au·tomatic, 
LeSbk> lf..á:Jc.a ��ti �fa.Tn>!:.a de t:-¡;o ck te1ra r,an�-qJ de 1;n- ;mtom.:11Xo 

Plotlegends-. { "Polar6n repulsivo") J 
lleíendas de re;:,,eSer>tación 

Figura 4.4: Código en wolfram para la tasa de decaimiento del polarón repulsivo 
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Figura 4.5: Tasa de decaimiento de vida del polarón repulsivo en función de o: dado por (4.1). 

listP1ot(tdp2, 
l,re¡;;,�taoóri de li$1,_:, 

Axeslabel .. {style ["a", Italic, Black, 15, Fontfamily ... "Times New Roman"J, 
L�a. de .e¡es �es.tJo ��f{"...a :;'regfC '_fa-mi:a ,� ipc 02' .!c:.·1ra 

,style [ "t / (E
n

)_,,,, I:talic, ,Black, 15, fontFamily -+ "Times New Roman"]}, Gridlines-+ _Automatic] 
Lestlio �JWiK".,d L;'ilt...:.g;o _tam/·.J de tr'\� 1� Ír,!!,.-: �¡nlJ..:1 de l;n /,}U1t;rri.rn�-t1 

Figura 4.6: Código en Wolfram para el tiempo de vida media del polarón 
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Figura 4.7: Tiempo de vida del polarón repulsivo dado por (2.41). 

Finalmente, el polarón al vestirse de excitaciones elementales cambia sus propiedades 

de movilidad, las cuales definen una masa efectiva, la cual para el sistema en cuestión esta 

dada por 

m 

m* 
lírr� Z (a) [l - l 20 1e-+0 

( . )1n2J -
2e 1 1r x+i1:: --.-x+ic

( 4.3) 

en donde, inicialmente se trató a la función de autoenergía con momentum no nulo como 

E(k,w) = 21rno 1 

mr lnl -Eb 1 
w - k2/2M

donde M = m¡ + mB = 2m, ya que se considera que ambas partículas tienen la misma 

masa. 
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En las Fig. 4.8 y 4.9 se muestran la masa efectiva de las cuasipartículas y el código 

usado para realizar las gráficas, donde podemos ver que la masa efectiva es siempre mayor 

a 1, es decir, la movilidad del polarón siempre se reduce y este se mueve como si fuera 

un objeto más masivo, y requiere desplazar bosones de su alrededor. Por otro lado, vemos 

que el polarón atractivo es el que más se viste, pero su masa efectiva permanece debajo de 

2. Esto es consecuencia de que para interacciones fuertes, la impureza tiende a formar un

estado ligado, el cual esta formado por la impureza y un bosón del medio, por tanto, la 

masa efectiva tenderá a dos. Sin embargo, como el polarón pierde todo su peso para cuando 

esta saturación sucede, nunca se observa que la masa efectiva es dos. 

m1 = (Re[l-111) /Re[l-cl/2); 
ts,a,!e re.aJ jparte ,eal 

Ml = {-:al, 111}; 

Mefl = Transpose[Ml]; 
Luar,s¡:,'()'"-,,cién 

ListPlot[Hefl, 
�epresenlac..-0<1 de hs>;,, 

AxesLabel ... {Style ("x", Italic, Black , lS, Fontfamily-+ "Times New Roman"J, 
leiiq,,eta é-e e¡es (est._;o •11a!1e2 Lr.,:;¡ro ' ª""""' de tipo <Je lecra 

Style["�f·, Italic, Black, 15, Fontfamily-+ "Times New Roman"J}, GridLines-+Automatic, 
l� Litaka Ln�yo tta,nt.ia c!e t1pG <1e ;etf.� \p.ar:�a de iin · LautorPdt;ro 

PlotLe¡ends ... { "Polarón atractivo"}, PlotStyle-+ Thick) 
tle-fendas de ropresen1ac'6n le.sfüc éc í>oV · '.Jlnieso 

1112= (Re[l-12)) /Re[l-¡2/2); 
!,parte real Lo,atte real 

Me2 = {-aZ, mZ}; 

14ri2 = Transpose[Me2] ¡ 
tlrans¡)osción 

L1stPlot[Mef2, 
(rey«:� de &sta 

AxesLabel ... {Style ["�", Italic, Black, 1S, Fontfamily-+ "Times New Roman"J, 
i,et,que�·.a de 'ejes l_es:1r� ;¡�ak.a � nq.Fo Jf;:-rn�"J t.ie np,o (!e ¡.el1:f> 

Style ["m...-/m", Italic, Black, 15, FontFamily -+ "Times New Roman" J}, Gridlines-+ Automatic, 
l.estjlo ¡ it.�fü·;a �r.eg;o '(amka <ie boode )e.fa tP.JmH.:i &: lin· · · 3:.rtC'..'.'T"iáí•cú 

PlotLegends ... { "Polarón repulsivo"}, PlotStyl•-+ Thick] 
Íte)'P.flCas de 1ep�t�ór1 ¡_estl-o 1e {ef_t·· i_:,nK.-.!J 

Figura 4.8: Código en Wolfram de la masa efectiva de los polarones atractivos y repulsivos 

59 



nf /m 
. -r-· -----' -----1.8- -------

t 

-------·--�------

1 

• Polarón atractivo

• Polarón repulsivo

1 

l 
1 

' 
-7�
¡ 
1 '
: 

_J_ 
i 

- ---1----- --- . - -- -- -1-.4--------- --- -- - --- --- l--

j 

---·-- - ----- --- . 1" 

i 

_J ___________ J_ ---- --- -- 1 2
f : • 

l 
. ¡ 

i ¡ 

1 .

-4 

! 

! 

-2

j 

l 
! 

1 

i 
---------------------------�--- 1 -- --···-··-··--···-·---!-· 

! 

1 

o 2 4 

Figura 4.9: Masa efectiva de los polarones atractivos y repulsivos

a 

Esto fiualiza el estudio de las propiedades espectrales y de curu:;ipartícula de una im

pureza confinada en un condensado de Bose-Einstein en presencia de una resonancia ele 

Feshbach. 
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Capítulo 5 _ 

CONCLUSIONES 

Se demostró que la función de Green es una herramienta poderosa para entender las 

propiedades espectrales y de cuasipartícula de una impureza cuántica fuertemente acoplada 

a un gas de Bose--Einstein. Mientras que la función espectral nos da accesso a la distribu

ción de excitaciones coherentes e incoherentes del sistema, la descripción en términos de 

cuasipartícula nos permite hacer una descripción cuantitativa y cualitativa del sistema. 

Para el sistema bajo estudio, una impureza cuántica en un BEC bidimensional, se pudo 

apreciar que, a partir del formalismo de la función de Green, es posible encontrar las energías 

de los estados ligados de los polarones de Bose. 

Además, se logTó justificar la forma asignada para la autoenergía, que dará lugar a la 

función de Green del sistema interactuante, viendo que los polos de la función de Green 

otorgan las energías de los estados ligados del sistema, y que la información espectral de 

la función de Green está completamente contenida en su parte imaginaria. La función 

espectral permite entender cómo varía la intensidad de la interacción a medida que cambia 

el parámetro a, obteniendo interacciones débiles para a » O (interacción atractiva débil, 

baja energía de enlace y molécula muy poco definida) y a« O (interacción repulsiva débil, 

alta energía de enlace y molécula bien definida) y relativamente fuertes para O! -+ o+ 

(gran aumento de la atracción, aumento de la energía de ligadura, la molécula adquiere 
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definición y disminuye la longitud de dispersión) y a----+ o- (aumento ligero de la repulsión, 

disminución de la energía de ligadura, pérdida de definición y aumento de la longitud de 

dispersión). Por otro lado, se muestra la importancia de la función de Green como elemento 

descriptivo para la tasa de probabilidad de transición y cómo el tiempo de vida media del 

polarón afecta a su comportamiento, razón por la que fue necesaria describirla de forma 

gráfica, dejando claro que el polarón solo decaerá si no pertenece a un estado ligado. El 

desarrollo experimental es posible realizarlo trabajando con resonancias de Feshbach [Ap. 

C], principalmente variando al parámetro a en función a un campo magnético externo. 

El estudio de impurezas cuánticas en fluidos cuánticos de materia es un tema relevante y 

de actualidad tanto para sistemas de gases ultrafríos, así como para sistemas de la materia 

condensada, tales como catástrofe de ortogonalidad [24, 25, 26], física de Efimov [27, 28, 29], 

estados de pocos cuerpos [30, 31], interacciones polarón-polarón [32, 33, 34, 35], interacciones 

de largo rango [36, 37], correcciones de rango finito [38], entre otros fenómenos interesantes, 

que han sido ampliamente estudiados en 3 dimensiones pero aún no se exploran en su 

totalidad, tanto en el contexto atómico como en el de la materia condensada. 

Este estudio por provee de un formalismo general el cual puede ser aplicado en distintos 

sistemas, o para entender otras fases de la materia las cuales pueden surgir del acomplamien

to de muchas impurezas, tales como formación de bipolarones, estados de pocos cuerpos e 

incluso superconductividad mediada. 

Los resultados del capítulo 4 se encuentran publicados en la revista Atoms. Para el 

desarrollo numérico se usó Python 3.9 y las gráficas se realizarán en Wolfram I\fathematica 

13. 
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Apéndice A 

Formalismos 

A.l. Segunda cuantizacióm

Sea el operador hamiltoniano

-2' p H = -+U(r), 
2m 

donde las energías del sistema están dadas por 

Íl\E) = E\E), 

además (r\E) = '1/JE(r). 

A.2. Estados Coherentes

(A.l) 

(A.2) 

Se conocen como estados coherentes a los autoestados de los operadores de creación y

aniquilación. Ejemplos físicos importantes de sistemas que están en un estado coherente 

son los láseres y los condensados de Base-Einstein. El efecto usual que tiene un operador 

aniquilación sobre un estado de N partículas está dado por 

a\N) = vN\N - 1), 
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y un operador de creación 

at¡N) = vN + llN + 1), 

Pero si se aplican estos operadores sobre una superposición de estados 

M M-1 

a I:: 'l/JNIN) = I:: 'l/JN+1VN + 11N + 1), 
N=O N=O 

(A.4) 

(A.5) 

para un número finito de términos, el estado con autovalor de N más alto desaparece de 

la superposición, lo cual significa que este estado no puede ser un autoestado del operador 

aniquilación. 

Por otro lado, si la superposición tiene un número infinito de términos, el problema 

podría resolverse. Sea el estado 

oo q;N 
I</>) = L -IN)= e<Pat

lü)
N=O .../Nf. 

00 q;N atN 

= L N! IO),
N=O 

(A.6) 

este estado cumple 121</>) = </>I</>), donde el estado I</>) es un estado coherente para un sistema 

con un solo modo de vibración. El estado normalizado tiene la forma 

Y en caso se busque el producto de dos estados coherentes 

(</> I</>) = LL <P2
N

<l>f (NIM) = L (</>2</>1) N 

2 1 
N M J(N!)(M!) N 

N! 

= eC<t>;</Ji) 

(A.7) 

(A.8) 

Si ahora se quiere tratar un sistema con muchos cuerpos, de forma que un estado 

IN) = 1- .. , Nn,o., ... ) expresa la cantidad de partículas del sistema y su distribución, 
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siendo n = 
(nx, ny , nz

) valores enteros que denotan los tres números cuánticos necesa

rios para especificar autoestados de una partícula de spin a en un potencial externo, será 

posible modificar la cantidad de partículas mediante los nuevos operadores de creación y 

aniquilación 

A A 

M r,:;:¡--V!n,nlN) = '\Vn,ol · · ·, Nn,o, · · ·) = (±1) n,
o V Nn,ol · · ·, Nn,o - 1, · · ·)

?.b�,olN) = ?.btal · · ·, Nn,o, · · ·) = 
(±l)Mn,u Jl ± Nn,al · · ·, Nn,o + 1, · · · ).

(A.9) 

donde el factor Mn.n da el número total de estados ocupados de una sola partícula que 

son ordenados a la izquierda del estado de una partícula correspondiente a Nn ,o, y el signo 

superior (inferior) corresponde a bosones ( fermiones). 

Con esto en mente es posible expresar el estado IN) en función de operadores de creación 

(A.10) 

donde para los bosones el orden de los operadores de creación no importa, mientras que para 

los operadores de creación fermiónicos son ordenados de la misma forma que los números 

de ocupación. 

Un estado coherente con varios modos de vibración (multimodal) tiene la forma (gene

ralizando B.4) 

(A.11) 

aplicando un operador de aniquilación, se tiene 

?.bn,ol</J) = </Jn,aexp {L </Jn,a?.bt,a} IO),
n,n 

(A.12) 

entonces cumple con la definición de estado coherente. 

Si se busca el producto de dos estados coherentes multimodales, se sigue de B.6 y B.9 

(</Jl</J') 
= II e4'';.,,,c/>'n,,., 

= 
exp {L </J�,ac/J�,a},

n,o n:o 
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donde se deja en claro que estos estados coherentes no han sido normalizados. Para simpli

ficar la notación se expresará el producto de B.11 como 

(A.14) 
n,a 

Se define el operador unidad i dado por 

j = J II [ d2

!n,a

] e-(</J"lc/>)l</>)(</>I
n,a 

(A.15) 

esto se puede probar partiendo del caso con un solo modo de vibración y usando (B.4) 

J 
d</>*d</> -<J,'cj,</>NIN) </>*N' (N'I -- � e --=------e==,-- (A.16) 

7f L., !Jijír íj:pn 
N,N'

VlV! VlV'! 

haciendo un cambio de variable, siendo </> = rci0 , se considerará d</>d</>* = d2<t> = rdrd0, 

reemplazando 

y haciendo 

tras tener que 

j = ¼ r
oo 

dr rp,-r2 L [ rN
�

N',, r
2r. 

l',iBN e-i8N' d0] IN)(N'I
lo N,N' ,¡ N.N . lo 

p,X - 1
lím--=1 
x----+0 X 

con un cambio de variable t = r2 y sabiendo que r(N) = (N - 1)!

fo
00 

dt�; tN L IN)(NI = r(
N

N
1 l

) L IN)(NI = Í
N N 

con esto, (B.13) queda demostrado. 

(A.17) 

(A.18) 

Esto es útil para definir la traza de ciertos operadores Tr[o] = Lv(vlOlv), lo cual 

puede desarrollarse como 

Tr[ÓJ = ¿ (vlOlv) = ¿ (vlÓ Ílv) 
1,1 1,1 

= 
j d</>

:
d</> e-4>*<1>¿(</>lv)(vlOI</>)

1,1 

(A.19) 

= 
j d</>

:
d</> e-4>•,¡,(4>1014>),
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y si tenemos un campo multimodal 

Tr[Ó] = / 11 [ d2!n,a ] e-(</>lifi) (<f,>JÓJ<f,>) = / d[</J*]d[</J]e-(<P\ifi) (</JIOJ<f,>) (A.20) 
n,a 

A.3. Ecuación de Movimiento 

Es posible relacionar a la función de Green con la evolución en el tiempo de un sistema 

físico en base a su Hamiltoniano [48]. Sea 

así, donde 0(t) es la función paso de Heaviside 

a a . . 
i at GÁ,s( t) = at { 0(t) ([A(t), B(O)]r¡)}

= J(t)([A(t), B(ü)]7)) - i0(t)([[A(t), fI0],B(ü)]7)), 
cr - - - (t) 

(A(t),HoJ.B 

é) A A 

i Bt 
GÁ,s(t) = J(t)([A(t), B(0)]7)) + G[Á(t),fioJ,B(t), 
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Apéndice B 

Otros Formalismos 

B.l. Integrales Gaussianas

Sea la función de distribución gaussiana de variable real 

(B.l) 

siendo P(x = xo) el valor máximo de la función , donde su integral podría verse como

j+oo 
dxe-a(x-xo)2 = �'

-oo V� 

y el valor de expectación de :r: es 

/
+oo

�¡
+00 

2 

(x) = dx xP(x) = - dx xe-a(x-xo) = x0,
-oo 1í -oo 

Si redefinimos a= - l/2G, con G < O, entonces 

/+oo 1 
dxexp{-Gx2} = v'-2nG,

-O<, 
2 

por otro lado, sea la función generadora

/+oo dx 1 
Z(J) = �exp{-G(x - xo)2 

+ .Jx},
-oc v2n 2 
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el factor lineal J es tal que permite la generación de momentos, resolviendo la integral 

se tiene que 

1
Z(J) = exp{-

2GJ2 
+ Jxo}J=c,

1 dZ(J) 1 

Z(J) dJ J=O 
= (x) = Xo 

1 d 2 
z ( J) 1 2 2 '

Z(J) dJ2 J=O 
= (x ) = -G + (x) 

Ahora, si se tienen varias variables, se tiene la integral gaussiana con la forma 

IJ dxj exp{ -x · G · x} = --;:========,/
+oo

( 
n 

) 
1 -1 (27rr/2

• -
00 i=l 2 JDet(-G-1)

donde G = [Gi,j]nxn· Se tiene para la función generador 

j+oo dx 1 Z(J) = 

�
exp{-x · c-

1 
· X+ J · x}

-oo (27rr 2 

= exp{ _.!_J · G · J + J · xo - .!_Tr-[ln(-G- 1 )]}
2 2 

y con esto se buscan generar momentos 

Para una de sus variables 

y para dos variables 

(B.6) 

(B.7) 

(B.8) 

(B.9) 

(B.10) 

(B.11) 

(B.12) 

es decir, -Gij actúa como función de correlación entre dos variables Xi y Xj, y depende del 

comportamiento del sistema en estudio. 

Si el sistema es multivariable complejo, entonces la función generadora tendrá la forma 

( *) ¡ IJ dz�dza [ * G-l * * ]
Z J, J = 7r 

exp Za a,c,Za + Zc, · J °' + J a · Za 
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donde si se tuviera un solo par de variables (z, z*), la correlación de estas variables estaría 

dado por 

(zz*) = z() ]*
) dJ

�:
J

Z(J, J*)IJ=J
*
=

Ü 
= -G

y si ahora las variables son funciones complejas denotadas por 1;0(:r:, t) y 1;;,(x', t') se deduce 

que la forma de la función generadora será 

Z[ J, J'J = j d[1']d[1]exp { � j dt j dx [ f j dt' j dx' 1;a�.'« 1., H�J. + J�1.] }

(B.14) 

y si se busca la correlación entre las dos funciones cp0(x, t) y 1;:,(x', t'), el camino será 

análogo a los mostrados anteriormente 

( ( ) * ( ' ')) 
1 i52 Z[J, J*] 

1 

e/Jo: X, t </Jo:, X' t = Z[.J
, ]

*
] ó]'::,8.l,:-,, J

=
J*=

O 
= -Go:,o:' 

B.2. Acción de un sistema físico 

(B.15) 

Se entiende por mecánica clásica que la acción de un sistema físico queda definido 

mediante la integral en el tiempo del lagrangiano 

lt
¡ S[dx/dt, x] = t; dtL(x, dx/dt, t),,

donde el lag;rangiano se define por 

1 
(

dx(t)) 
2 

L(x, dx/dt,t) = 2m � - V(x(t)),

y como la relación entre el Hamiltoniano y el lagrangiano es 

�dxí 
H(x, p, t) = � -d Pí - L(x, dx/dt, t)t 

í 

�dxí 
L(x, dx/dt, t = � dtPí - H(x, p, t),

í 

entonces, la acción puede dejarse expresada en función del Hamiltoniano lt

¡ { 
dx(t) 

} 
S[p, x] =

t
; dt p(t) · � - H(p(t), x(t), t)
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B.3. Desarrollo de la amplitud de transición como una fun

cional integral 

Se desea calcular la amplitud de transición mecánico-cuántica para una partícula que 

inicialmente está en Xa en el tiempo ta , para ser encontrado en un tiempo posterior tb en 

la posición Xb, dado por [14] 

(B.19) 

donde Ü(tb , ta ) es el operador de evolución de un sistema dado entre los tiempos ta y tb . 

Para dar forma a esta expresión se divide el dominio temporal en N intervalos, y cada 

intervalo está etiquetado mediante la letra k, así 
N 

Ü(tb,ta) = exp [-i(tb -ta)H/n] = J�
00 
IT exp [-i6tkHf!i] (B.20) 
k=l 

Para un sistema expresado con estados coherentes, el operador identidad ik puede ex-

presarse como [45] 

A ¡ IT d</>: kd<Pec.k 
( 

� ¡ 2) h =
ec 

'7r · exp -
� 

dxJ<f>ec,kl l<Pec,k)(<Pec.kl (B.21) 

donde, por simplicidad, omitiremos la dependencia espacial de las funciones de campo, 

incluyendo la integral sobre x del término exponencial. Tomando el primer estado como 

!<Po) y al último como l<PN), entonces la amplitud de transición es dada por 

N-1 N 

(<Pb lÜ(tb , ta)l<Pa) = lím (<PN I II jk II exp [-i6tkH Jn] l4>o)
N-too k=l k=l 

N-1 def¡* def¡ 
[ 

l N 

= J�oo g fJ / 
a,k

'lf 
ec,k 

exp - � J</J,,,kJ2 (<PN I g exp [-i6tkH/!i] l<Pk)(<Pn,kl<Po)

(B.22) 

acomodando la última productoria 
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esto puede expresarse como 

(ef>NI (exp [-i�t.Hln] lef>N-1)(1Pa,N-1I) (exp [-'i�t.Hln] l4ia,N-2)(1Pa,N-2I) ... 

x ( exp [-i�tfl In] l<l>a,2)(1Pa,2I) ( exp [-i�tfl In] l<l>a,1)(</>a,11) exp [-i�tfl In] l<f>o) 

se ve que otra forma de expresar esta productoria es acumulando los términos en grupos de 

tres, obteniendo 

en este desarrollo, se ve que es posible aproximar 

donde se entiende si se tienen dos estados coherentes l</>a) y l4ib), entonces su producto es 

dado por 

la productoria de funciones exponenciales genera una sumatoria de los exponentes, retor

nando al índice k se tendrá ahora 

ahora, incluyendo el exponencial con una sumatoria de módulos de <Pk después de dejar ir 
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el último término de la sumatoria, se tendrá, 

exp [- � l1'o,,l2] fl (1',lexp [-iAtÍI /1t] l1'o,k-1)
- exp ( E [ 1' :,,1'a,k-l - 1' �.,1' .. ,, - i!t H ( ef, �.,, 1'0,k-1) l) · exp ( ,j, �.N 1',.N -1 - i!t H ( ,j, :.N, 1',.N -1)) 

en el primer exponencial puede hacerse la factorización 

,;,* ,;, _ ,;,* ,;, = ,;,* ( <Pa,k - <Pa,k-1) 
(
-ib,,.t

)(-iñ)'f'a,k 'f'o:,k-l 'f'o:,k'f'o:,k 'f'o:,k 6.t h, 

de esto, en la primera exponencial se factoriza -ió.t/ñ, entonces

ahora, aplicando el límite 6.t----+ O, se tendrá

exp - I:: l</Jo:,kl2 IT (<Po:,klexp [-ió.tÍI /n] l</Jo:,k-1) = 

[ N-1 l N 

k ,a k=l 

exp (i J dt [inq,¡�(t ) g
t 
</J0 (t) - H(<f,¡�(t), <Po:(t))]) · exp (</J:(tb)<Po:(t b)) 

entonces, aplicando en la expresíón original (A.22) 

(<Pblú(tb, ta)l</Ja) = j II 
d</J

;7f
d</Jo: exp (1>:(tb)<Po:(tb)) exp ({sr1a, 1:1) 

o: 

siendo S[q,i, </J*J la funcional de la acción del sistema, dada por 

donde se tiene el lagrangiano [40] 
, D , 

L =in- -H 
at 
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y en caso, se busque la acción euclidiana ( considere la rotación de Wick en el plano com

plejo), sea posible haciendo el cambio t = -iT, con lo que el lagrangiano tendría la forma 

' a A 

LE= -ñ--H 
OT 

y aplicando la rotación de Wick en la acción 

(B.28) 

(B.29) 

donde se ve que se devolvió la dependencia espacial omitida al inicio del desarrollo. Apli

cando esta nueva acción en la expresión de transición 

(<PblÜ(tb, ta)l<Pa) = J IJ 
d

<fJ;�
<P

n exp [<P�(xb, -iTb)<Pa(Xb, -iTb)] exp (-SE[<fJa, <1>:J/ñ)

(B.30) 
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Apéndice C 

Resonancia de Feshbach en dos 

dimensiones 

En esa sección, se mostrará un desarrollo ya conocido de la teoría de la resonancia de 

Feshbach [16], el cual se aplicará en el caso de un sistema bidimensional. 

C .1. Fundamentos preliminares 

Iniciamos viendo que la colisión entre dos partículas con grados de libertad internos son 

dados por un Hamiltoniano interno Hint ,

(C.l) 

donde la) y Ea son los autoestados y su correspondiente autoenergía de átomos individuales. 

Una colisión entre dos cuerpos es descrito por el hamiltoniano 

(C.2) 

dado en el sistema del centro de masa, con p como el momentum relativo y mr es la masa 

reducida. 
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Ésta última ecuación es la suma de una parte con autoestados loJ3) ("canales") que 

tienen asintóticamente a un producto simetrizado de estados internos de átomos separados 

�u) y 1,8), y de una interacción de rango finito V(r) la cual se acopla a los canales. La

energía asociada a un autoestado lu,8) es Ea,fJ =ca+ éfi + ñ2k';,,fJ/2mr , donde ñka,fJ es el

momentum relativo de las dos partículas entrantes. La magnitud asintótica del momentum

para el canal ld,8') es ka'/3' = J2mr (Ea,fJ - ca' - c131). Se dice que el canal está abierto

(cerrado) si el momentum un valor positivo y real (imaginario).

El espacio de Hilbert que describe lo::; grados de libertad espaciales y de spin se dividirán 

en un subespacio P para canales abiertos y otro Q para canales cerrados. El vector de estado 

1'11) y la ecuación de Schrodinger .HI\J!) = Elw) son proyectadas sobre los dos subespacios 

por medio de los operadores de proyección P y Q que satisfacen P + Q = i y PQ = O, es 

decir 

siendo el hamiltoniano expresado por 

(C.3) 

donde ½ es el potencial de transición entre canales, Vp y VQ son el potencial en cada 

canal (se desprecian cuando r -+ oo ), b. es la diferencia positiva entre umbrales de energía 

Eth ( Q) - Eth ( P) y los operadores P y Q dados por 

La solución formal de las ecuaciones acopladas obedecen la relación 

donde Íl XY = X ÍlY, ó es un término infinitesimal, y 

( E - Íl P P - H� P) 1 w P) = o
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(C.5) 



siendo 

(C.6) 

Se define el término f¡eff 
= Í!pp + ÍI'p

p 
como el hamiltoniano efectivo del canal abierto 

el cual describe las resonancias de Feshbach, da una interacción átomo-átomo efectiva en el 

subespacio P incorpor_ando el efecto de Q, los efectos son debido a la existencia de estados 

ligados. Esto representa una interacción efectiva retardada no local en el subespacio P 

debido a transiciones al subespacio Q y viceversa. 

Una resonancia de Feshbach [23] aparece cuando los verdaderos estados ligados que 

pertenecen al subespacio Q coincide con la energía de los canales abiertos, por lo que es 

posible tener transiciones durante el proceso de colisión. 

Haciendo Í!pp = Íio + Vp. donde Íio incluye la energía cinética del movimiento relativo 

y el hamiltoniano interno, entonces los elementos de la matriz Ten el subespacio P entre 

estados de onda plana con momento relativo k y k' sería 

(C.7) 

con ÍI'p
p 

obtenido de (C.6). 

Aquí T1 = Vp + VpGo Vp representa al proceso de dispersión si el subespacio Q es 

ignorado, y (1 - G0 Vp )-1 es el operador debido al potencial de interacción Vp, con Go =

(E - Ho)-1 [22]. 

En (C.7) el efecto de los canales cerrados fueron incluidos hasta el primer orden en 

H'p
p

. En el límite de velocidad relativa nula, despreciando las diferencias entre las ondas 

entrantes y salientes y denotándolas simplemente como l'l/io), la expresión ( C. 7) se convierte 

en 

(C.8) 

donde la sumatoria se da sobre todos los estados l'l/in
) en el subespacio Q. Aquí, T1 (O) es 

la matriz T estimada en ausencia de canales cerrados y Eth es la energía umbral para el 

estado l'l/io) al no haber energía cinética. Finalmente, cuando la energía umbral está cerca 
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a la energía Eres de un estado ligado específico l1bres), esta contribución será dominante

y las contribuciones de todos los demás estados pueden incluirse en T1 (O) a través de una

longitud de dispersión efectiva no resonante anr ·

C.2. Aplicación al caso de dos dimensiones 

Para un polarón de Bose en dos dimensiones, se tiene [21]

(C.9)

donde ½ fue definido en ( C. l). La ecuación ( C. 9) es el resultado principal, ahora es necesario

relacionar al denominador de la energía a algún parámetro externo. Si consideramos que el

denominador de la energía se anula para cierto valor Bo de un campo magnético, entonces

(C.10) 

donde ma,/3 = -8E,,,f3f 8B son los momentos magnéticos de los dos átomos que colisionan en

el canal abierto y mres = -BEres /fJB es el momento magnético del estado ligado molecular.

Así, la ecuación (C.9) se convierte en

T 
21rli2 

( 
1 6.B

)(O) = 

mr lnl!i/mwa�rl + B - Bo 

(C.11) 

donde el parámetro de anchura 6.B es definido por

6.B = mr l('lf;resl½l1bo)l2 

21r!i2 mres - mo: - m/3 (C.12)

Los términos de orden superior en H�
p 

pueden llevar a un ensanchamiento de la re

sonancia. Sin embargo, el ancho de resonancia de estados con energía cercana a la energía

umbral en el canal abierto es usualmente pequeño debido a la baja densidad de estados, y

las resonancias de Feshbach usualmente son muy delgadas.
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