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RESUMEN

El presente trabajo tiene como objetivo encontrar una aproximaciéon numérica de la evolucion
de la frontera de un tumor avascular, para ello se emplea el Método de Elementos Finitos en
la solucién de problemas elipticos que determinan la presion y la concentracién de nutrientes
al interior del tumor; la frontera del tumor estd representada por una curva de nivel de una
funcion continua ¢, y su evolucion estd determinada por el gradiente de la presion. Finalmente

se realizan simulaciones para diferentes fronteras iniciales del tumor.

Palabras clave — Crecimiento tumoral, método de conjunto de nivel, método de elementos

finitos, frontera libre.



ABSTRACT

The objective of this work is to find a numerical approximation of the evolution of the
boundary of an avascular tumor, using the Finite Element Method in the solution of elliptic
problems that determine the pressure and the concentration of nutrients inside the tumor; the
tumor boundary is represented by a level curve of a continuous function ¢ and its evolution
is determined by the pressure gradient. Finally, simulations are performed for different initial

tumor boundaries.

Keyword — Tumor growth, level set method, finite element method, free boundary.
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INTRODUCCION

La simulacién numérica del crecimiento tumoral por medio del Método de Elementos
Finitos involucra resolver varios problemas, en primer lugar la frontera I" evoluciona con una
velocidad V,, que depende de las condiciones internas del tumor, como la presién y la
concentracion de nutrientes; el cdlculo de la velocidad involucra la solucién de problemas
elipticos sobre un dominio que cambia con el tiempo; ademds la frontera satisface una

ecuacion de adveccion no lineal.

El objetivo de la tesis consiste en realizar una aproximacion numérica de la evolucion
de la frontera de un tumor avascular por medio del Método de los Elementos Finitos. Cada
uno de los problemas planteados se resuelve sobre un dominio ficticio O particionado con
una malla triangular uniforme Tho, donde se define una funcidn continua ¢ que representa
la frontera del tumor por medio de una curva de nivel 0. Los problemas elipticos asociados
a la presion y la concentracion de nutrientes se resuelven al interior del tumor, teniendo
en cuenta que la frontera donde se imponen las condiciones de tipo Dirichlet no coincide
necesariamente con las aristas de 720. Para resolver la ecuacién de adveccién no lineal
que define la evolucién de la frontera, se extiende V, al dominio ficticio O resolviendo un
problema variacional lineal con condiciones de frontera impuestas por penalizacion, para
finamente aplicar el método de caracteristicas de Galerkin que permite encontrar I" en el

siguiente paso de tiempo.



CAPITULO |

CONCEPTOS GENERALES DEL PROBLEMA
ONCOLOGICO DE CRECIMIENTO TUMORAL DE UN
TUMOR AVASCULAR Y FUNDAMENTO MATEMATICO

PARA EL ESTUDIO DE ESTE PROBLEMA

1.1. Conceptos acerca del tumor avascular

Las células del cuerpo humano normalmente tienen un crecimiento controlado y
limitado a tejidos especificos, sin embargo en algunos casos la division celular se vuelve
desordenada e invade diferentes tejidos, esta enfermedad es llamada céncer. En ocasiones
el proceso de division celular da lugar a tumores, estos pueden ser malignos o benignos

dependiendo si las células de tumor invaden otras partes del cuerpo o no.

En el afo 2020, el cdncer en todas sus formas fue responsable de 10 millones de

muertes a nivel mundial [2] y es la segunda causa de muerte en el continente americano.

En el Pert anualmente se detectan un aproximado de 70000 casos nuevos de cincer
y casi 35000 personas mueren por causa del cancer. Se proyecta que para el afio 2040 se

realicen 123000 diagndsticos mientras que el nimero de fallecidos ascienda a 65000 [3].

La mayoria de los diagndsticos se dan en una etapa avanzada del cancer y por eso el
alto indice de mortalidad, por lo tanto el diagndstico y tratamiento temprano son de suma

importancia.



El crecimiento tumoral admite dos etapas importantes: la etapa avascular, donde los
nutrientes son absorbidos por la frontera del tumor, y la etapa vascular donde el tumor genera
su propia red de vasos sanguineos a través e un proceso conocido como angiogénesis, para
finalmente llegar a invadir tejidos sanos en otras partes del cuerpo (metdstasis). La transicién
entre la etapa avascular y la etapa vascular se da principalmente cuando el tumor excede
un didmetro critico del orden de 2 mm, ya que los nutrientes absorbidos del entorno son
insuficientes para continuar con el crecimiento del tumor y comienzan a secretar sustancia
quimicas que por difusion alcanzan tejido vascular para formar una nueva red de alimentacion
de nutrientes, esta etapa toma aproximadamente de 10 a 21 dias [4], por lo que analizar el

crecimiento del tumor en la etapa avascular es clave para un tratamiento temprano.

Los tejidos donde se desarrolla un tumor presenta las siguientes etapas de formacion:

* Hiperplasia: se caracteriza por el rdpido aumento del nimero de células en el tejido

afectado. Las células tiene una apariencia normal y en general esta etapa es benigna.

* Displasia: el crecimiento celular se vuelve descontrolado y la estructura del tejido

cambia por la malformacion celular. Un ejemplo son los lunares de borde irregular.

» Carcinoma “in situ”: se considera asi a un tumor pre canceroso con crecimiento casi

autébnomo pero que no ha iniciado la etapa invasiva.

Durante la etapa avascular el tumor obtiene nutrientes por difusion a través de la frontera y
su crecimiento ocurre por mitosis celular hasta que la densidad de células malignas en un
volumen especifico llega a ser tan alta que son desplazadas a dreas menos comprimidas donde

continua la division celular.

Entre los modelos existentes podemos mencionar

1. Modelos microscopicos, son modelos discretos basados en autématas celulares [5].



2. Modelos macroscépicos, son modelos continuos basados en ecuaciones diferenciales

parciales [6].

1.2. Fundamento matematico

El modelamiento de procesos bioldgicos y fisicos donde una curva de nivel representa

la frontera entre dos medios, ha sido llevado a cabo de diversas maneras:

* En [6] se resuelve el modelo de crecimiento tumoral restringido a una frontera circular
por medio del Método de Elementos Finitos (FEM) con penalizacién y con curvatura

calculada por medio del Método de Diferencias Finitas (MDF).

* En [7] se resuelve un modelo de crecimiento de colonias de microorganismos por
medio del Método de Elementos Finitos Extendidos (NXFEM) y estabilizacion de la

evolucién de la frontera.

* En [8] se resuelve el modelo de crecimiento tumoral por medio del Método de
Diferencias Finitas (MDF) con estabilizacion de la velocidad por medio de un filtro

gaussiano.

* En [9] se resuelve el modelo de crecimiento tumoral por medio del Método de
Elementos Finitos y multiplicadores de Lagrange con estabilizacién de la evolucién
de la frontera con un método WENO de quinto orden y el método de Runge-Kutta
de tercer orden. Un método WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory) consiste
en reducir las oscilaciones cerca a una discontinuidad por medio de una combinacién

convexa de polinomios de Lagrange [10].

e En[11] seresuelve un modelo de solidificacién medio del Método de Elementos Finitos

con refinamiento de malla en la frontera, la cual es aproximada por segmentos rectos.



1.3. Representacion de la frontera del tumor

La frontera del tumor puede ser representada por un conjunto de aristas de un mallado
triangular o por medio de una curva de nivel definida en dominio triangulado de manera

uniforme.

Figura 1. Representacion de la frontera. Izquierda: Frontera representada por segmentos rectos.
Derecha: Frontera representada por curva de nivel.

La representacion de la frontera ajustada al mallado trae dificultades en el calculo de
la curvatura, ademds exige que la malla cambie en cada paso de tiempo y por lo tanto la
solucion numérica debe interpolarse a la nueva malla. La representacion por curvas de nivel
permite el uso de polinomios de grado 2 y 3, ademas de eliminar la necesidad de cambiar la

malla.

Entre los métodos numéricos que utilizan un malla fija y permiten que la frontera o

interface cruce los elementos, se encuentran:

* El Método de Elementos Finitos Extendidos (XFEM), basado en enriquecer los
elementos interceptados por la interface, con funciones de forma discontinuas y fue
utilizado por primera vez para resolver problemas de propagacion de fracturas [12].
La estabilizacion se logra desactivando grados de libertad, por precondicionamiento o

mediante el uso de penalidad fantasma.

* El Método de Elementos Finitos Cortados (CutFEM) por otra parte utiliza dominios

5



ficticios en combinacién con penalidad fantasma para estabilizar la solucién, ha sido

utilizado principalmente en problemas de flujos bifasicos [13].

* El Método de Elementos Finitos basado en Conjuntos de Nivel (¢-FEM), presentado
en [14]-[15] utiliza funciones forma que se anulan en la curva de nivel 0, que representa
la frontera, ha sido utilizado en problemas de transferencia de calor y el estudio del

movimiento de particulas rigidas en un fluido regido por las ecuaciones de Stokes.

* El Método de Elementos Finitos aplicado a inecuaciones variacionales presentado en
[1] considera analizar el comportamiento del flujo laminar de un liquido que se filtra a
través de una seccion transversal de un medio poroso donde la interface entre la region

himeda y la regién seca se representa por medio de ¢ una funcién caracteristica.

09} i -

08F

07r

06F
=05F
04r
03r

02r
01r

-0.2 0 02 04 06 08
X

Figura 2. Filtracién en un medio poroso, la frontera que separa la regién hiimeda y la regién seca
es representada por una funcién caracteristica [1].

1.4. Notaciones

Introducimos la notacién de multi-indice para el cdlculo de derivadas parciales. Un
multi-indice, @, es una d-dupla de enteros no-negativos, «;. La “longitud” de a estd dada por

d
|a| := Y a;. Con esta notacién si v € C” (Q) entonces para cualquier a con |a| < m,
i=1

alely (x)

D¢ = —
R T

6



es la derivada parcial de a'" orden. Por ejemplo

0
_V:D“vparaa=(1,0,~--,0)
0xy
9y
. b it =(1,1,...,1
F STy v paraa = ( )

En lo que sigue Q designa un conjunto abierto en R con frontera I' y se consideran
los espacios L” (Q2), 1<p<oo, dotados de la medida de Lebesgue d-dimensional. C.(Q) es
el espacio de funciones continuas en € con soporte compacto en £, es decir se anulan fuera

de algin compacto K C Q.

Para un entero k > 0 definimos los siguientes conjuntos de funciones: CX(Q) =

CH(Q) N C(Q). C(Q) = C*(Q) N C.(Q).

Definicion 1. Definimos el conjunto Lfoc(Q) para 1<p<oo y Q c R¥ como el conjunto de
funciones f tales que:

f eL?(K) VYcompacto K C Q

Un ejemplo de funcién localmente p-integrable es

f(x) =exp (a’ (x, F)_l) sen (d (x, F)_l)

Asi tomando K C Q, K compacto tenemos que existe § > 0 tal que d (x,I") > ¢ para todo
x € K por tanto f (x) es continua en K y en consecuencia p-integrable en K. Pero claro

f (x) = +oocuando d (x,I") — 0.
Teorema 1.4.1 ([16, p. 109]). El espacio C° (Q) es denso en L (Q), 1 < p < +o0

Definicion 2 (Derivada débil). Decimos que una funcion f € LIIOC(Q) tiene derivada débil,

D® f, cuando exista una funcion g € L}OC(Q) tal que

/g<x>¢(x> dx=(—1)'“'/f(X)D"¢(x)dx Vo € C2(Q)
Q Q

7



v la denotamos por D* f = g

Notemos que si v € C"(Q), entonces para cada a con |a| < m, la derivada parcial
“clésica” coincide con D*v. Ademads la derivada débil estd definida de manera tnica salvo
en un conjunto de medida nula. Usando la nocién de derivada débil, podemos generalizar

las normas y espacios de Lebesgue para que incluyan derivadas.

Una funcién v es Holder continua con exponente 3 € (0, 1] si existe ¢ € R tal que
v(x) —v)| <ellx =y, ¥xyeQ

El espacio de Holder C%#(Q) se define como el espacio de funciones continuas en Q que son

Hélder continuas con exponente 3. Para m > 0 definimos el espacio de Holder C™# (Q),
C"B(Q) = {v € C"(Q)[0% € C*B(Q),Va : |a| = m}
Definicion 3. Dado x € R¢ escribiremos
x=(x,xg) conx’ e R X' =(x1,x2,...,x4-1), xq€R

Sea Q c R? un abierto acotado y F un espacio de funciones de R a R. Se dice que I es
de clase F, o que Q es un dominio ¥, si para todo x € 0Q existe una vecindad U de x en R4

y una aplicacion H € F tal que tal que:
UnQ={yeU:ys>H(O)}

Si F consiste de funciones Lipschitz continuas entonces diremos que S es un dominio Lipschitz.
Cuando F son funciones C* diremos que Q es un dominio C*. Del mismo modo si F consiste

de funciones C*® diremos que 0Q es una frontera Holder de clase C*2.



1.5. Espacios de Sobolev

Definicion 4 (Espacios de Sobolev de orden entero). Sea k un entero no negativo, y sea

v e L

loc (8). Supongamos que D®v exista para todo || <k. Definimos entonces la norma

de Sobolev como:
1/p

Wllwe o =| D 1D, g

la|<k

enelcasol < p < oo,y como

_ a
IVl o) = max 1D°Vl=(o)

enel caso p = o

En cada caso, definimos los espacios de Sobolev como

WE(Q) = {v € L, (Q) IVl o) < oo} .

También definimos una seminorma en Wf, (©2) como

1/p
> DI 1< p<oo
Vlwg @) =9 \lel=k
p
max 1DV  1p=o

En los sucesivo denotaremos W*2(€) como H¥ (Q), que son los espacios en que comiinmente

se analizan los operadores diferenciales.

Teorema 1.5.2 ([17, p. 285]). Los espacios de Sobolev W*P (Q) son espacios de Banach y

por tanto los espacios H*(Q) son espacios de Hilbert con el producto interno

(u,v)gr = / Z D% (x) D% (x) dx Vu,v € H (Q)

Q01<k



Observacion 1 ([16, p. 271]). Si Q es suficientemente regular entonces la norma Wf, (Q) es

equivalente a la norma

lullo@ + Y 1D ulleq)
lal=k

Los siguientes son teoremas de densidad que nos permiten aproximar funciones en
espacios de Sobolev por funciones suficientemente suaves bajo algunas condiciones respecto

alaregion Q
Teorema 1.5.3 ([17, p. 294]). Siv € WKP(Q), con 1 < p < +0 entonces existe una
sucesion {v,} € C* (Q) N WP (Q) tal que

lim [|v, = v|lwkr =0
n—oo

Teorema 1.5.4 ([17, p. 294]). Siv € WKP (Q), 1 < p < +00 y ademds Q es un dominio

Lipschitz, entonces existe una sucesion {v,} c C* (ﬁ) tal que
lim |[v, = v||lwkr =0
n—oo

Teorema 1.5.5 ([17, p. 294]). Sik > 0y 1 < p < +oo; entonces CX(R?) es denso en
Wwkhp (RY).

Teorema 1.5.6 ([17, p. 295]). Suponemos Q@ < R? un dominio Lipschitz, entonces para

k>1y1l<p<oo:

si 119 — %50, tenemos que WP (Q) c L1 (Q) Vg < p7, # = % -5
si 117 - % =0, tenemos que WkP (Q) c L7 (Q) Vq <+,

[4]+1-4, side¢z,
si % - % <0, tenemos que W*P (Q) C ckIpl-1s (Q) conp=1" ’ ’

€ (0, 1), sigeZ.

Observacion 2. El Teorema 1.5.6 implica la existencia de una funcion continua i, tal que
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u=1uc.tp. en Q.

Es decir toda funcion u € WkP (Q), k > % admite un representante de clase
C[[k_%ﬂ (ﬁ), esto es importante cuando se trata con funciones de H> (Q) con Q c R? ya
que utilizando el teorema anterior con k =2, p =2y d = 2; se tiene que k — % =1y por
tanto obtenemos que H? () c C! (ﬁ) lo que permite usar las propiedades conocidas de las

funciones continuas.

Definicion 5. Se define como la cerradura de D (Q) en WP (Q), al espacio funcional

Wé’p (Q), para 1 < p < co. En particular para p =2
HS (Q) = Wi (Q)

Teorema 1.5.7 (Desigualdad de Poincaré[16, p. 290]). Suponemos Q un abierto acotado en
al menos una direccion. Entonces existe una constante C (dependiendo soélo de Q y p) tal
que

lully < CliVull,,  Yue WP (@) (1< p <o),

En particular la expresion |Vu||y» es una norma de W(l)’p (Q) equivalente a la norma ||ul|w.»

del espacio H(l) (Q).
La expresion /Q Vu - Vv es un producto interno que induce a la norma ||Vul|y:
equivalente a ||u||g

Definicién 6 (Espacios de Sobolev de orden real). Sea s = k+d conk >0y d € ]0,1] .

Definimos el espacio de Sobolev de orden real positivo para p € [0, [ como

D% (x) - DV (y)|

W (Q) = {vewf,(gz): e L?(Q x Q) :Va:lal:k}

s+N
lx = ylI°">

dotado de la norma

D% (x) = D ()7
Wlhwe = V17, o+ / dxdy

11



Definicion 7 (Espacios de Sobolev de orden negativo). Sean s > 0 real, p € |1,00[ y p’

(exponente conjugado de p) tales que % + # = 1, se define como el dual de W*? (Q) al

espacio funcional de orden negativo W=7 (Q).

En particular para p = 2, el dual de W**(Q) estd definido por W™2(Q) tal que

H™(Q) = W(Q).

Los siguientes teoremas nos permiten estudiar el comportamiento de las funciones

que admiten derivada débil en la frontera de €.

Teorema 1.5.8 ([17, p. 297]). Sea Q un conjunto abierto, acotado y de Lipschitz. Entonces

existe un operador lineal continuo yog : WP (Q) — L? ('), 1 < p < oo, tal que:

1.

2.

yov:vlrsivewl’p(Q)ﬂC(ﬁ).

Existe c; > 0, de manera que:

||y0v||L1;(r) < (&3] ||v||Wl,p(Q) VV (= Wl’p(Q)
Existe ¢y > 0, de manera que:

Iyovllwi-irr @y < 2 Vliwir @) Vv € WP (Q)

ademds el operador traza vy es sobreyectivo, es decir yg (Wl’l’ Q) = W!-1/p-p(T)

El niicleo del operador traza es W(l)’p (Q), es decir

W7 (Q) = {v e WP(Q) : yov = 0}

La aplicacion yo : WP (Q) — L? (') es compacta, es decir para cualquier sucesion

acotada {v,} en W' (Q), existe una subsucesion {v;l} c {v,} tal que {yov;} es

12



convergente LP (")

De igual modo asumamos Q un conjunto abierto y acotado de clase CY' con frontera T.

Sil<p<ooym>1+ %. Entonces existen tinicos operadores lineales continuos y

sobreyectivos yy : W™P (Q) — Wm_%’p ) yvy : WP (Q) — Wm_l_%’p (I") tal que

Yov="V|lpyyiv= %|r sive W™P (Q)nC! (ﬁ)

Teorema 1.5.9 (Férmulas de Green[17, p. 323]). Sea Q < R? un dominio Lipschitz abierto

y acotado. Entonces

/8x dx = /u—dF+/uvn,~dF Vu,v e H(Q)

donde n = (ny, ...,ng) es el vector normal unitario exterior a I'. También se tiene

3
—/Auvdx:/Vu-Vvdx—/—uvdF Vu € HX(Q),v e H'(Q)
Q Q r on

/Q(v-u)vdx:—/gu-wdx+/r(u-n)vdr Vue(Hl(Q))d,veﬂl(Q)

paraua = (uy, ...,ug) y donde la divergencia de u es
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CAPITULO Il

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DINAMICO DEL

TUMOR AVASCULAR

2.1. Planteamiento del modelo matematico del crecimiento dinamico tumoral

Consideramos que el tumor ocupa un dominio acotado Q c R? con frontera I' que
cambia con el tiempo ¢ medido en minutos. Las variables de la dindmica del crecimiento

tumoral son la concentracion de nutrientes y la presion intracelular.

La concentracidn de nutrientes al interior del tumor se representa mediante la funcién

o = o (x,y,t) que obedece a la siguiente ecuacion de difusion:
DyAo —y(o — o) —dyo =0en Q (D)

donde Dy es el coeficiente de difusion, —y (o — 0g) modela la velocidad de transferencia de
nutrientes desde los vasos sanguineos, d yo representa el consumo de nutrientes por parte de

la células vivas en el tumor.

Adicionalmente el tumor es modelado como un fluido incompresible de velocidad

u = u(x,y,t) que se rige por la ecuacion de continuidad
V-u=vyro—-drenQ )

donde el lado derecho de la ecuacion expresa la velocidad de reproduccion de las células del
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tumor menos la velocidad de muerte celular.

La velocidad estd relacionada con el gradiente de presion por medio de la ley de
Darcy:
u=-w;VpenQ 3)

donde p = p(x, y, t) es la presion del fluido al interior del tumor y wy representa la movilidad

celular, lo que nos permite escribir la siguiente ecuacién para la presion

5
Ap=-YLo+ 2L eng &)
wr wr

2.2. Condiciones de borde en Ia frontera libre

Asumimos que la concentracién de nutrientes o, en la frontera del tumor es constante

e igual a la concentracion de nutriente en el exterior del tumor.

Or = Oout (5)

La presion satisface la relacion de Young-Laplace en la frontera

plr =y« (6)

donde vy representa la tension superficial y « es la curvatura de la frontera 0Q.

La velocidad normal V,,, con la que se desplaza la frontera del tumor es la componente
normal de la velocidad u

Vi=ulr-n=-wrVp|r-n (7

donde n es la normal unitaria exterior a I'.
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2.3. Modelo adimensional

Siguiendo [18] introducimos las siguientes constantes

L ng/z @)
P (v +on)2
w
A =21 ©)
Ly
y variables adimensionales
X
X=— 10
=1 (10)
— y
= 11
=1, 3y
t = At (12)
T=— (13)
Oout
_ L
p=—p (14)
Y

Asi el modelo de crecimiento tumoral queda expresado en las siguientes ecuaciones

adimensionales:

YBOB

AG-T+——="2  —0enQ (15)
Uout('yB +5N)
S _
Ap =-TTou5 O en (16)
AR AR
Tl =1 (17)
Plog = (18)
Vo =-Vplzn (19)

donde € es el dominio luego del cambio de coordenadas con las variables adimensionales

(x.y).
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2.4.

Modelo desacoplado

El modelo acoplado anterior puede simplificarse si hacemos

AM = YTTour

YBOB

p=— 1898
Tour (YB +ON)

P=p+(1-U)G - AG

xz+y2)

(20)

21

(22)

(23)

(24)

(25)

de modo que las nuevas variables U, P, V,, satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

Para simplificar la notaciéon se omitirdn barras al escribir los dominios

~AU+U=0enQ

U=1endQ
AP =0enQ

-2, =2
P=«x-AG rr en 0Q

Vn:—VP'n+GVU-n—AG@en6§

relacionadas a las variables adimensionales.
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2.5. Evolucion de la frontera libre

Consideramos que € y I' pueden ser definidas mediante cierta funcién ¢ llamada

también funcion conjunto de nivel:

Q={¢p<0} y I'={¢p=0}
ademads suponemos que ¢ en t = 0 se comporta como una funcion distancia dirigida

—dist(x,I"), x e Q
$(x) =
dist(x,I"), x ¢ Q

en tal caso ¢ es Lipschitz continua, y si es diferenciable en x ¢ I" entonces |V¢| = 1 [19].

Como I' es una curva de nivel 0 para ¢ entonces la normal exterior a I es

I
Vgl

Por ejemplo, para Q = {(x, y) : x>+ y? < R?} podemos elegir ¢(x,y) = \x2+ y2—R

y en consecuencia Vo = (x/y/x2 + y2, y/+/x2 + y2) excepto en el origen, y la normal unitaria

esn=(x/R,y/R)enT.

En términos de las curvas de nivel, la curvatura estd dada por

Vo ) Py~ 20xhybuy + Dy 3

K=Von=v (|V¢| (92 +¢2)12

de igual manera si I" se puede representar en forma polar {(r,8),r > 0,r = f(6)} entonces

la funcién conjunto de nivel serd ¢(r,6) = r — f(6) y la curvatura esta dada por

2+ 2(f(6))% - rf"(6)
K =
[(rr(0))2 +r2]"
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y V¢ = (cos 6, senf) + @(sen 0, —cos ) de modo que |[V@| = /1 + #
En cualquier instante 7 la frontera del tumor I'(¢) esta dada por el conjunto de nivel 0,
(1) ={(x,y) : ¢(x,y,1) = 0}

y si una particula permanece en la posicion (x(z),y(z)) sobre la frontera, entonces

¢(x(t), y(t),t) = 0, por lo tanto

dp =~ 0¢ Odpdx O¢dy
dt_0_6t+6xdt+8ydt
9¢
=T iV
6t+ -V

donde V es la velocidad de la particula. Como la normal unitaria en la frontera esta dada por

_ Vo —
n= 1oy V = V,n entonces

(;—(f + V[V =0en (1)

esta ecuacion solo es vdlida en la frontera, sin embargo al introducir la funcién conjunto
de nivel podemos resolver la ecuacién en un dominio fijo O c R?, para ello es necesario

encontrar una extension S = (S, S) para la velocidad V de tal modo que
Sl = Vnnl, Sz = Vnnz enI
y asi plantear la siguiente ecuacion de adveccion para ¢
9¢

E+S-V¢:Oen0 31)
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2.6. Extension de la velocidad de crecimiento

Decimos que u,,; es la extension de ug definida en I' a todo el dominio fijo O si es la

solucién del siguiente problema:

(32)
U =ug enI’

Sea § = (51, S7) una extension de la velocidad V = (v, v») en la frontera del tumor, de modo

que S| extiende v y S, extiende v, es decir VS| - Vo =0y VS, - Vg = 0 por lo tanto

(S1)x0x + (Sl)y¢y =0

(S2)x oy + (SZ)y¢y =0

Derivamos la expresion dada en la ecuacién 31 respecto de x

0¢x
ot

+ 816G + S2¢xy + (S1)xx + (SZ)x¢y =0

y también respecto de y

0, _
W + 81y + Sz(]ﬁw + (Sl)y¢x + (Sz)y¢y =0

multiplicamos por ¢,, ¢, respectivamente y sumamos

9|V
ot

1
+ $e(VS1- V) +6,(VS2- Vo) + 28 - V([[V9]1*) = 0

4|Vl
ot

de modo que si || V¢||?> = 1 entonces = 0, es decir la propiedad de la distancia dirigida

es conservada.
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Definicion 8. Sea F una funcion de V en R. Si existe

. Fu+1tv)-F(u)
lim

t—0* t

entonces serd llamado derivada direccional de F en la direccion v y denotado por F’' (u;v). Si
F’(u;v) existe para todo v € V entonces F se dice Gdteaux diferenciable en u y la aplicacion

lineal OF [u] : V — R tal que F [u](v) = F’(u;v) se llama derivada de Gdteaux de F en u.

Para formular la ecuacion 32 como un problema eliptico definimos

ko) =5 [(8-97+ 2 [0-u0?

de modo que si u extiende up entonces de acuerdo a [20] se resuelve el siguiente problema
de minimizacion:

min  R(v)
veH(0)

luego la derivada de Gateaux es

R(u +tv) — R(u)
t

IR[u](v) = lim - /0 (V6 - Vu) (V- Tv) + /F (1 = o)y

formalmente podemos multiplicar por V¢ - Vv y luego

/(qu -Vu)(Veg - Vv) = —/(V - (AVu))v +/ ((AVu) - n)v
o o 00
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2 iy

donde A = , lo que nos lleva al siguiente problema eliptico

behy b3

V-(AVu) =0enO\T
(AVu) -n=0en 00 (33)

u=ugenl
que debe resolverse para encontrar Sy y S».
2.7. Solucion circular

Recordemos que la ecuacién
-Au+pPu=0
es equivalente en coordenadas polares a

1
Upp + —Ugg + —Uy — Pu=0
r2 r

si consideramos el caso de las soluciones con simetria radial, es decir up = 0, y

0Q ={(r;0) : r = R} entonces « = 1/R, por lo tanto la ecuacion para la presion se reduce a:
144 1 /
P’(r)+ —-P'(r)=0en ]O,R[
r

R

P(R)—l AG
"R 4

cuya solucién no singular es constante: P(r) = % - AG%, r € [0, R].

La ecuacidn para la concentracion de nutrientes se reduce a la ecuacién diferencial
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de segundo orden del tipo

r2U"(r) +rU'(r) = r?U(r) = 0 en 10, R[
(34)
U(R) = 1

que tiene como solucién no singular U(r) = Ilg((;)), r € [0, R], donde Iy(x) es una funcién

modificada de Bessel de primer tipo [21] cuya forma explicita es:

2k

X\P X
1 = (—) L XER, p> -1
P =13 ;)4"k!f‘(p+k+l) rEmP

en particular
o 2) k

(3
Io(x) =
0(x) kZ:;) e

luego la velocidad de crecimiento del radio del tumor R, serd

v=9R _ vy .n-act Y
dt 2
, R
= GU'(R) - 4G (35)
I(R) R
- —AGZ
GIO(R) “3

I
De [22] vemos que wyg : ]0, +co[ — R definida por wo(x) = *lo(x) es estrictamente creciente

11 (x)
y convexa, ademads en [23] se muestra que:
+1) 1
lim 22 DI
x—0* X Ip

y por lo tanto para p = 0 concluimos que

lim wo(x) =2
x—0t
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La siguiente desigualdad es obtenida en [24]:

xI,_
N2+ (p=-1D2+p-1< Ipl<\/x2+p2+p, pz1x>0

p

luego

X<wop<Vx2+1+1

y por lo tanto

lim wo(x) = +o0
X—+00

Podemos escribir la velocidad de crecimiento del tumor como

V =GR ! A
B (wO(R) - 5)

y analizar los siguientes casos:

*G2>20,A>0.

Si 0 < A < 1 entonces existe un Gnico R, > 0 tal que wo(Rs) = %, por lo que
V(Rs) = 0y por tanto R = R es una solucidn estacionaria de la ecuaciéon de

crecimiento tumoral, ademas

2 2
Roo < — <4/R5,+1+1
A
2 2
——1)2-1< R < — 36
VG- D1 <Ro <5 (36)

Si A > 1 entonces V < 0 es decir el tumor decrece y tiende a desaparecer.

* A<O0yG > 0. Entonces

I R
V=G _AGS >0
To 2

por lo que R es creciente, es decir el tumor crece de manera acelerada.
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* G < 0. El crecimiento es acelerado o alcanza un punto de equilibrio si A > 0 de
manera similar al primer caso. El tumor tiende a desaparecer si A < 0 pues tendremos

que V < 0.

De acuerdo a [25] los regimenes de crecimiento tumoral pueden ser caracterizados por los

parametros G y A:

* Régimen de baja vascularizaciéon: G > 0, A > 0. Corresponde a poca presencia de
vasos sanguineos al interior del tumor y por lo tanto los nutrientes no son suficientes
para acelerar el crecimiento tumoral. En el caso de un tumor con frontera circular
si 0 < A < 1 se alcanza una solucién estacionaria (36), si A > 1 el tumor tiende a

desaparecer.

* Régimen de vascularizacion moderada: G > 0, A < 0. En esta etapa el aumento de
vasos sanguineos al interior del tumor brinda una mayor cantidad de nutrientes y por

lo tanto el crecimiento del tumor se acelera.

* Régimen de alta vascularizaciéon: G < 0. En esta etapa el tumor ha desarrollado una
densa red de vasos sanguineos esto puede llevar a un crecimiento acelerado del tumor

0 a su estabilizacion dependiendosi A > 00 A < 0.
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CAPITULO Il

METODOLOGIA DEL DESARROLLO DE RESOLUCION
NUMERICA DEL PROBLEMA VARIACIONAL ASOCIADO

AL CRECIMIENTO TUMORAL

3.1. Conceptos generales de la Teoria de Elementos Finitos

Abhora introduciremos la teoria del Método de Elementos Finitos (FEM), necesarios en
la estimacidn del error y la determinacién de la convergencia de las soluciones aproximadas,
en su forma variacional. En lo que sigue consideramos © c R? un dominio poligonal, y

P, (F) como el espacio de polinomios en un conjunto F, de grado menor o igual que k.

Definicién 9 (Triangulacion). Una triangulacion es una particion Ty, () del dominio Q en

un ntimero finito de triangulos T, llamados elementos, con la siguientes propiedades

1. TCcQ VT eT,(Q)
2.Q= || T
TeTn(Q)

3. TiNnT=0 VT, T, € T, (Q) con Ty # T».
Ademds VT, T, € T, (Q) con Ty # T, se satisface solo una de las siguientes condiciones

1. TIinT, =0.

2. Ty y T, tienen solo un vértice comun.
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3. Ty y T, tienen soélo un lado comiin.

Ademas h denota la mayor longitud de los lados de los elementos de la triangulacion.

h = max { max —
Tem{p,qg{”f’ q||}}

Definicion 10 (Espacio de elementos finitos). Definimos el espacio de elementos finitos

correspondiente a la triangulacion Ty, () como el conjunto
X, = {vh eC (ﬁ) S valr € PL(T) VT €T (gz)}

Y escogemos sobre cada triangulo T un conjunto de puntos (nodos) {p,-}f:1 con I =
dim (P (T)) de tal manera que cualquier v € Py (T) este tinicamente determinada por

sus valores en los nodos.

En las aplicaciones haremos uso de los vértices de los tridngulos como nodos y de

polinomios grado menor o igual a 1 sobre cada elemento triangular.

Definicién 11 (Interpolacién). Sea { p,-}l.l\i"1 el conjunto de nodos de Ty, (Q), y Xj, un espacio

de elementos finitos, definimos el operador 11, de interpolacion para v € C (ﬁ) como

m,: C(Q) - X,
Vv e C (ﬁ) v (pi) =v (pi), Vi € {1, .., Ny}

Teorema 3.1.1 ([17, p. 412]). Sea X}, un espacio de elementos finitos, y k > 0, tal que
P; (T) c X, VT € 75, (Q). Si los dngulos de Ty, (Q) estdn acotados inferiormente por 6y > 0,

independiente de h entonces existe una constante c independiente de h tal que Vv € H**! (Q):

v =Tvlizq) < ch* ! Plaeigy vy IV =Thwllm ) < ch* [vlge o)
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3.2. Método de Elementos Finitos no ajustados a la frontera

Considere el problema de Poisson
-Au=fenQu=genl

donde Q c R? es un dominio con frontera suave I', con f y g son funciones definidas sobre
Q y I' respectivamente. Es usual que al aplicar el método de elementos finitos se escoja una
malla que se ajuste a la frontera I" y que las condiciones de tipo Dirichlet se impongan en
los nodos que pertenecen a I'. Asi por ejemplo en [26, Teorema 33.2 en p. 127] se hace el

estudio del error en la solucién aproximada:
~ unlm(@) < Ch*|ul
u up H'(Q) = u H+k(Q)

lu = unll2) < CLh** ! ul e o) + Callg = gl 200

Sin embargo si la frontera cambia con el tiempo es necesario construir una malla adecuada
en cada iteracion, mas fina donde la frontera sea mas irregular y mas gruesa donde la frontera

sea mas regular, lo que aumenta el costo computacional.
3.2.1. Discretizacion de las ecuaciones adimensionales

Consideramos aproximar la solucion de la siguiente ecuacién diferencial parcial

eliptica con condiciones de frontera tipo Dirichlet

-Au+pu=fenQ, wu=genl 37)

. . 4 .« , . x2+ 2
que coincide con el problema del cédlculo de la presionsi 5 =0, f =0y g =k - AG ( 4y ),

y con el problema del cdlculo de la concentracion de nutrientessig =1, f =0, g = 1.

El método de elementos finitos utilizado para aproximar la solucién de la ecuacién

37 estd basado en el trabajo presentado por [14], para ello consideramos que el dominio
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Q puede ser inscrito en un dominio rectangular O particionado por una malla 7;10, que no
estd ajustada a la frontera libre I por lo que los elementos triangulares cortan la frontera de
manera arbitraria. Sea ¢, la interpolacién de ¢ con elementos finitos de grado / sobre Tho,

es decir pertenece al siguiente espacio vectorial de dimension finita:
@, = {v e H'(0) - v|TeP,(T),VTe7;0} (38)

de manera que el dominio fisico Q := {¢ < 0} es aproximado por {¢; < 0} con frontera
I'y := {¢, =0}, adicionalmente consideramos 7, como la submalla formada por los

elementos que tienen interseccion no vacia con el dominio aproximado {¢;, < 0}:
ﬁ:{TeThO:Tﬁ{¢h<O}¢(0}
Denotamos por €, el dominio ocupado por 7, y serd llamado dominio ficticio:

U7

T€T,

Q) =

De igual manera llamamos dominio frontera Q! , al dominio cubierto por ThF una submalla de
7, compuesta por elementos que interceptan [, la frontera del dominio aproximado, como

se muestra en la Figura 3 :

.5 ={T € T, : T N {¢n = 0} # 0}

(o]

T
Te‘7;l

también denotamos por Q’h =Qp\ Ql}: y F;; = 892.
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e r/1

Figura 3. Izquierda: Dominio ficticio Q; compuesto por los tridngulos que interceptan €. Derecha:
Dominio frontera QZ compuesto por los tridngulos que interceptan Iy,

e rh

A continuacién planteamos extender la solucién de la ecuacién 37 a una funcién u

definida sobre Qj,, y que es solucién del siguiente problema:

—Au+ Bu = fenQy

u=genly

(39)

(40)

donde 8 > 0, y suponemos que g estd definida en Q!, de manera que las condiciones de

borde toman la forma

u=g+¢up,enQ)
Definimos los espacios de elementos finitos sobre Q y QI}: respectivamente

viY = Ly e H'(Qp) 1 vIy € Bi(T), VT € T}

oW ={qe H(Q) : qly e Pu(T), VT € T;'}

(k) _ y,(k) (k)
W, =V, xQ,

(41)

(42)
(43)

(44)

La discretizacién de la solucién de la ecuacién 37 en el dominio ficticio, uy y la

aproximacion de la frontera libre, ¢; pueden utilizar polinomios de diferente grado (k y /

respectivamente).
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3.2.2. Problema variacional discreto

Definimos los siguientes términos de estabilizacion

Gn(u,v) = oh Z /[ H (45)
EeF
J;lhs(u, v) = oh® /(Au Bu)(Av — Bv), Jrhs(v) =—oh® /f(Av - Bv),
Te‘]'r Te 7-r
(46)

Donde 7’,{ es el conjunto de aristas interiores de la malla 7}, que pertenecen a elementos que

interceptan a [y,
T,IF:{e:eOGQF:(D,ETE‘Th:TﬂFhi(D/\eeaT}

G, es el término de penalidad fantasma, ghost penalty [27], y tiene por objetivo penalizar los
saltos del gradiente en las aristas de la malla frontera. J ;lhs ayuda a estabilizar las oscilaciones
de la solucién aproximada en los elementos que cortan [, y es consistente: si u es la solucién

exacta entonces J ,lj” (u,v)=J Zh“(v).
El problema discreto queda definido como sigue:

Encontrar (uy, pp) € W}(lk) tal que

an(un, pai i gn) = 1 (v, qi) para todo (vi, gp) € WY (47)
donde

an(w, piv.q) :=/Q VW-VV+/Qﬂwv— w +—/ (W= 2 64D)(v = 7 040)

oQ, 6n
+Gpr(w,v) +J;lhs(w,v)
1
= [ v [ o= o+
@)
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donde y > 0y o > 0 se escogen de manera independiente de #.

Si consideramos las formas bilineales

an(p,v)=- %/grlﬂmv
h

ar (w,q) =— % /QF wonq
h

Y
axn(p,q) =i /QF ¢ pq
h

y las formas lineales

entonces

0
app(w,v) = Vw-Vv+/ ﬁwv—/ a—wv+%/ wv+Gh(w,v)+Jflhs(w,v)
Q Q, aQ, on Q)

an(w,p;v,q) = ait(w,v) +a(p,v) +ax(w,q) +an(p,q)

I(v,q) =1L1i(v) +12(q)

de modo que el problema discreto se puede escribir como la siguiente ecuacién

an(u,v) + apn(p,v)

+ ax(u,q) + axn(p,q)

32

L(v) +1(q),Y (v, qn) € Wy

(49)

(50)

&1y

(52)

(53)

(54)



lo que nos lleva a un sistema matricial por bloques

Al Ap||u A
Ay Axnl||p I

donde observamos que (Alz)T = A1, pues

[A12]ij = ar2(wj,vi) = —13/ dpw v = ax (vi,w;) = [Az1]ji
h ng

Asi los problemas variacionales para aproximar la presion intracelular, pj, y la concentracion

de nutrientes cj, pueden escribirse partir de la ecuacion 47:

Para B =1, g = 0, encontrar (cj, wy) € W}(lk) tal que

ap(cnwisvi,wp) =l (vi, gn) para todo (v, gp) € W,(lk) (55)

Para 8 = 0, g = ky,, encontrar (pp, wjy) € W}(lk) tal que

an(pn>s W3 vis wn) = (v, qn) paratodo (v, qpn) € W;(,k) (56)

donde «;, : QT — R es una aproximacién de la curvatura de T'.
3.2.3. Existencia y unicidad de solucion para el problema discreto

En los resultados expuestos a continuacién || - ||;.p denotalanormade H*(D)y |- |x.p
la respectiva seminorma. Ademds segtn [28, 14, 29] se establecen las siguientes premisas

para el andlisis tedrico del método propuesto para resolver la ecuacion 47.

Premisa 1. Existe un dominio Q', vecindad de T que puede ser cubierto por conjuntos
abiertos O;, i = 1, ..., 1y se puede introducir en cada O; coordenadas locales &1,. . ., 4 con

&4 = ¢ tales que % y % hasta el orden k + 1 estan acotadas por algiin Cy > 0. Ademdas
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[Vo| > m en QZ para algin m > 0

Premisa 2. Ql}: cQly|Ven > % en Q.

Premisa 3. La frontera aproximada Uy, puede ser cubierta por subregiones {Il};_; n, con

las siguientes propiedades:

* Cada 1y esta compuesta de un elemento Ty contenido en Q y algunos elementos
interceptados por T, es decir 11y = Ty U H}: donde T;, € T, C Q H}; C Thr y H,I:

contiene a lo mas M elementos.

* Cada elemento en una subregion Iy comparte al menos un lado con otro elemento de

la misma subregion. En particular, Ty comparte un lado Fy con un elemento en H};
T _ NoqT’ i _ /N
* Ty =Y y I = Ul Fe

o I1; y I; son disjuntos si k # 1.

F,
Tk

Figura 4. Izquierda: Subregién ITy, en borde rojo, compuesta de un elemento 7y en Q y elementos
l'[}; que interceptan I', la arista F forma parte de 1"2 la frontera de Q, \ QZ que se muestra con lineas
verdes segmentadas. Derecha: Se muestran elementos frontera que no satisfacen la Premisa 2, esto
indica que la malla no estd suficientemente refinada.

Ladltima premisa asegura que un elemento del dominio frontera este siempre contiguo
aun elemento contenido en el dominio fisico y descarta el caso mostrado en la Figura 4 donde

la frontera esta ondulada y por lo tanto el ancho de subregion I1; es mayor que A.

Recordemos el lema visto en [14, Lema 3.2 en p. 1013]:
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Lema 1. Sea T un triangulo, E uno de sus lados y p un polinomio en T de grado s, tal que

p= ap—OenEyAp OenT. Entonces p=0enT.

A continuacién adaptamos un resultado de [28, Lema 3.5 en p. 82]

Lema 2. Sea By, la region entre I'y, y 0Qy,. Para todo 5,4 > 0, existe @ < 1 tal que para

todov € V}Ek)

il

|Vv|2 <alvlig, +Ah
2, |3l

EeFl

+ AR ) NIAY = Byl g + ABP YIS o
TeT,"

Prueba. Dado A4 > 0, consideramos una descomposicién de Ql}: en elementos {Il;} y

definimos

—an? Y AV

TcIly

gl

EeF,

F(Ig,v) =

IVIIHk

a = max F(IIg,v)
I, v#0

donde el subconjunto 7 C 7—‘,{ esta compuesto por los lados internos en I1y.

Como |v|1’H£ < |v|%’nk entonces @ < 1. Supongamos que @ = 1 entonces existen I,

v tales que

= AR Y AV,

E TclIly

2
ov
2 2 E:
Ve = Wy =A% H[an] 0

EeFy

y por lo tanto

ov
Vg, + Ak > H[O_n

EcFi

+ Ah? Z 1avi2; =0
E Tclly

Como |v|% = ( entonces existe ¢ € R, tal que v, = c en Ty. Aplicamosel Lemalav —c¢

de donde v, = ¢ en I y por lo tanto |v|% m =0 Asia <1y

vl
2
i <ot o0 3 (2]

EcFi

+Bh Y AR,

TcIly
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sumando respecto de las subregiones I1; y como B, C Qg entonces

2
2 2
Vol < alvfig, +Bh Y

on
EeF}

&

+ R YAV,
E

B Te(];[l"

0,

por ultimo aplicamos la desigualdad triangular en cada elemento 7', ||Av ||(2) 7 < [Av=pv ||(2) rt+

1BV, 0

Consideremos las siguientes desigualdades adaptadas de [28, Lema 3.1 y Lema 3.4]

Lema 3. Para toda funcion v € H' (QI}:)

2 2 20,12
VI < € MV, + 121 o)

Lema 4. Para toda funcion v € H' (Ql}:)

1
E 2 2 2
”vllO,E < C (%”vllo’g}; + hlvll,ﬂi)
EeF}

2 2 2
191306, < € (W31, + HlvIE o

Segtn el siguiente lema visto en [29, Lema 3.5], [30, Lema 1.46].

Lema 5 (Desigualdad de la traza discreta). Para toda funciéon vy polinomial a trozos en Thr,

vallor, <

Vi r
Vh O

con constante C > 0 dependiendo del maximo grado de los polinomios en vy y de las

constantes dadas en las Premisas 1-2.

Proposicion 1. Siy y o son suficientemente grandes, existe M > 0 tal que

ov 2
[8—] I
0.E TeT,!

1 1
an(v.qiv.q) = MV g, + 5V = 2 onglfgr + 1
EeF!
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Prueba. Seavj, € V}Ek) y By = {¢n > 0} N Qj con dBj, = 0Q;, U I';,. Entonces procedemos
a expresar la integral de linea sobre la frontera del dominio ficticio como una integral sobre

By, y los saltos del gradiente en las aristas de los elementos del dominio frontera, como se

ilustra a continuacion:

Bhy h

B,NE

Figura 5. Descomposicién de la integral de linea sobre 9€2;, en funcién de las aristas de los elementos
del dominio frontera.

[ B[ o[,
aq, on o8, On r, on

- ey [%H Ou,
Tert d(BpNT) on EcFT BiNE on I on
0 0
(vAu +Vu - Vv) — Z / [—u]v+ a4,
By EcFT BunE | On r, On
luego
ou
ah(u,p;v,q):/ Vu-Vv+/ ﬂuv—/(vAu+Vu~Vv)— —v
Qpn Qpn By, Iy on
ou 0% 1 1 Ihs
+ Z on V+ﬁ (u_Z¢P)(V_E¢Q)+Gh(u,v)+~]h (u,v)
EcFT B,nNE | ON Q)

0
ah<v,q;v,q>:/ |Vv|2+/ ﬁ|v|2—/ VAV - |Vv|2—/ s
Qpn Qpn By, By, Iy on

dv Y 1 lhs
P -5 - 7 G 9 ‘] b
+ E ‘/maE [6n]v+h2‘/gg(v h¢q) +Gp(v,v) +J,"(v,v)

EeF}

37



por el Lema 5

ov C? 1
- [ 5z —Ilan 9 allor, = <l = faloog gy

on
1({C3 1
> =5 [ lv = S 0all g + eCVE o
av]|I*
—| = IvI2 - + = [—] (Desigualdad de Young)
Z./BhnE[ ] Z 0F Z on ok

EeF} Ee?—'r Ee?'hr

del Lema 4:

2
e ONLTE —( vl Qr+h|v|lgr)

Ee?‘F

Como B, C Ql}:

ﬁvz—/ vAvy
By, By,

1
< ”v”O,QZHAv _IBVHO,QZ < 5 ( h2 ” ”OQF + ||AV _ﬁV”O QF)

(Desigualdad de Young)

del Lema 2

|Vv]? < a|v| Lo, TAh Z
EeF,

+ AR ) AV = By l§y + ARG o
TeT,”

&1

porel Lema5Sycomov=v— %qﬁq en I,

By,

2 C2
—vallor, = ==-lve = 2 ¢dllogr
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luego

( >>/ v |2+/ B~ L (SR + 2 ar - o2
a v,q;V, = 1% 1% - = Vv v — by
\V.4q;V,q o, o 2\ 2ol T e 0.Q)

2
—alvli —Ah Z [

—Ahz D 18y = BvilG 7 = AR o

EeF} TeT,"
av]|[*
1 EORE ||0E+— —] / V-7 ‘/"1)2
EZTF ;,F Inlllos G
1(C3 1
roh ) [ ] voh? ) llav =Bl - —(%Ilv—zfﬁqll or T €CIV or
EeFf 0.E TeT7,"
C';
eC Y-
> (1-a-€eO)plig, - 2IIVII§,92+ ||v——¢q||09r
1 8\/ 2
1=t Y H[a_n e DI L LT
Ee?—'hr Te TF
y—C3(e+i€
> (1-a-2e0)vg, + - 2 ||-——¢Ibgr

v

1
+(O'—/l—Z)l’l Z ” a—
EeF}

+13 (0 =1~ 5 )}DHAv—ﬁﬂbT
E

TeT7,”
donde 0 < h < hg := diam(€)

. . l-a 3 1 1 1
Si elegimos 0 < € < 55,y > C (e + Z)’ op > max {/1+ 20, A+ ﬁ} entonces

encontramos M > 0 como

1 1 1
M:min{l—a—26C,"y—C3(6+Z),0'D—,B—Z,O-D—ﬁ—R}

Teorema 3.2.2. Las ecuaciones 55, para la concentracion de nutrientes cp, y 56 para la

presion intracelular py, tienen solucion tinica.
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Prueba. Si definimos

2
1 1 ov
2 2 2 2
v, qlly =g, + v = Tnalll e +7 > (|| +72 D) 1AviG,
Qn T g2 h 0.Qf on .
EeF) 0.8 TeT,"
entonces |||-||| es una norma para W}(lk), pues si [|[v, glll, = O entonces v, = v, = 0 en £, es

. 1
decir v es constante en todo €, y como v = Zrﬁh entonces v = 0en [, y por lo tantov = 0

2

) 1
en Q. De igual modo ||v — ﬁ%qno,gg

= 0 implica que ¢,g = 0y al ser g continua entonces
g = 0en Ql}:. Por lo tanto la tnica solucién del problema homogéneo a,(v,q;v,q) = 0
es la trivial, y al ser W}(lk) de dimensién finita el problema a, (v, ¢;v, q) = [p(vy, qn) tendra

solucion dnica. O

3.3. Extension de la velocidad

Para poder resolver la ecuacién 31 de evolucidn de la frontera libre es preciso encontrar
una funcién S = (S, S2) que extienda la velocidad V = (v, v,) definida solo en la frontera
del tumor I';,. El método 47 aplicado a la presion y a la concentracién de nutrientes permite
obtener una aproximacion de la velocidad de crecimiento del tumor en la regién QI}: y no

solamente en la frontera I';,.

¢2  Prdy

Si A= , entonces §; es solucidn del problema eliptico:

behy b3

V-(AVu)=0enO\T
(AVu) -n=0en 00 (57)

u=vienl

Sin embargo a menos que A sea definida positiva no podemos asegurar unicidad de la solucién

y ya que deseamos obtener una extension de la velocidad suficientemente suave en todo O,

40



por lo que es necesario incluir un término de viscosidad artificial para € pequeiio:

V- (A+el)Vu) =0en O\ T
((A+€el)Vu) -n=0en 00 (58)

u=v;enl

Para encontrar S;, = (Sj.1, Sh2), una aproximacion numérica de la extension de la velocidad

se define el siguiente espacio de elementos finitos sobre O:
M), = {v € H'(0) : v|y € P(T),VT € Tho}
de modo que el problema a resolver es el siguiente:
Encontrar S,; € My, py € Q’;l:

1 1 1
/((A +el)VSpi) - Vvp + 12/ (Shi = 7 ®npn) (Vi — —bnqn) = 12/ vi(vih = —énqn)

Vvi € My, qn € OF
(59)

Proposicion 2. El problema de extension de la velocidad dado por la ecuacion 59 tiene

solucion unica.

Prueba. Como

6, ) (A +eD(x,y) = (x¢x +y9y)* + €(x® + %) > e(x* + %)

entonces para v; = 0 tenemos que

1 1
0 <elvalio+ %llvh - Z(ﬁhph”(z)’gg < /O((A +el)Vvp) - Vv + % /QF(Vh - Z‘Phph)z =0
h

por lo tanto d,v, = 0y dyv, = 0, esto implica que v, = c es constante en O y como

ademds v;, = 0 en ', obtenemos que v, =0y p;, = 0. Como la tnica solucion del problema
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homogéneo asociado a la ecuacion 59 es la trivial y tanto M), como Qfl son de dimension finita

podemos concluir la existencia y unicidad del problema de extension de la velocidad. O

3.4. Aproximacion de la curvatura

La normal a la frontera del tumor, nr estd definida por medio de:

Vo
Vel

y puede ser aproximada en el espacio X, = {v € [C°(O0)]? : v|x € [P1(K)]*, VK € Ty}

resolviendo el siguiente problema:

Encuentre N, € X}, tal que

Vo
IVell’

(Np,v)p = ( v) , Vv € X, (60)
0]

Es necesario ademds encontrar k, una aproximacion de la curvatura definida sobre
Qg de modo que sirva para el cdlculo de la presién intracelular p;, (56). La aproximacion
Kj, esta compuesta por polinomios de grado 1 en cada triangulo T: «, = ;7 k;N; donde [
representa los vértices de los tridngulos que interceptan I';, o son vecinos de estos, como se

muestra en la Figura 6.

/
Ts
T 15
Po
T Ty
T r,

Figura 6. Regién cercana a QI donde buscamos una aproximacién «j, para la curvatura de I,
h
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Si D = U T;y No € {veC(D):v|lp € P((T),VT € D} tal que No(po) =1y

Nolsp = 0 entonces

V¢ VNy - V¢
o= [ Nov (28] == [ (Tt
/D Vel p\ Vel
de modo que el valor promedio de la curvatura es
/' (VNO -V¢
Vel
i(po) =~ 22
o
D

Proposicién 3 ([11, p. 36]). Sea ¢ : R2 — Ry po = (x0, vo) €: R%, D = [x0 — h,x0 + h] X

(61)

[yo — h, yo + h] una region rectangular sobre la que se define una triangulacion uniforme,
es decir los vértices de los elementos estan dados por (xo + ih,yo + jh) parai = —1,0,1,

Jj=-1,0,1. Si Ngo € {v e C(D) : vy € P{(T),VT € D} tal que No(po) =1y Nolsgp =0y

o= [ (Tear) [ f

entonces ko aproxima la curvatura de I' = {(x,y) : ¢(x,y) = ¢(x0, yo)} en el punto pg en el

~ 7z 2 3V2
0= (rar) +00) ¥ ol <52

sentido de que

Es posible construir una aproximacién «; con polinomios cuadriticos al aplicar la
ecuacion 61 para encontrar k,(p) en cada vértice p de un refinamiento de la triangulacién

de D, como se muestra en la Figura 7.
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[y

Figura 7. Construccién de «j,: Los vértices en color azul se utilizan en una aproximacién por
elementos de tipo P; y los vértices de color naranja se utilizan en una aproximacion de tipo P;.

3.5. Método de Caracteristicas de Galerkin

Una vez encontrada una extension de la velocidad a todo el dominio fijo O podemos

resolver la ecuacién 31

‘Z_erS(x’;).v(p:O, (x,1) € Ox(0,T]

¢(X,0) = ¢0(X), xe0

El método empleado es el de Caracteristicas de Galerkin, para ello se divide el intervalo [0, T']
en N subintervalos [t,,f,+1] con At = t,41 — t,,, luego las curvas caracteristicas asociadas a
la ecuacién de adveccidn son la solucion del problema de valor inicial

d
Ex(tyxa tn+1) = S(X(t’x’ tn+1)at)at € [tn’tn+l]

X(tn+1 5 Xy tn+1) =X

donde X (z;x,1,+1) es el punto de partida de una particula en el tiempo ¢ que llega a x en el
tiempo 7,41, y por lo tanto a lo largo de las curvas caracteristicas %qb(X (t;x,t441),1) =0

entonces

¢(x, the1) = (X (103 X, ty41), 1n) (62)
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Para conocer el valor de ¢(x,,+1) es preciso tener una aproximacion de X (z,;x, f,+1), por

ello definimos g(7) = ¢(X (#;x, tp41), 1) CON X, 1y, 1,41 fijos, luego
gt —k) =g(t) + (—k)g'(t) + o(k?)
como g’ (1) = V(X (t;x, ty41), 1) - X (t; X, t,41) entonces parat =ty y k =ty — ty:
g(tn) = §(ts1) = AVG(X (tna13 X, tas1)s 1) - X' (1136, 111 + 0((A1)?)

vemos que g(tn) = ¢(X(tn;x’ tl’l+1)’ Z‘n)a g(tn+1) = ¢(X(tn+1;xa tn+1)’ tn) = ¢(X, tn), luegO

G (X (tn; X, ths1), 1n) = P(x, 1) — AtVO(X (tp415X, trs1) s 1n) - X/(tn+l;xa tht1) + 0((At)2)
= ¢(x, 1) = AVP(x, 1) - X' (tne1: X, tnat) + 0((AD)?)

= B(x, 1) = AV(x, 1) - S (X, 141) + 0((A1)?)

Reemplazando en la ecuacién 62:
(x.tr1) = (x, 1) = AVP(x, 1) - S(x, tn1) + 0((A1)?)
también
G (x = AIS(x, tp1). 1) = $(x,10) = AIVG(x, 1) - S(x, 1as1) + 0((A1)?)

por lo que

¢(X, tn+1) ~ ¢(x - AIS(X’ tn+1)a tn) (63)

viene a ser una buena aproximacion de ¢(x, t,+1).
3.6. Algoritmo para la evolucion del crecimiento tumoral

El algoritmo mostrado en la Figura 8 contiene los pasos necesarios para aproximar la

frontera del tumor en un tiempo ¢ = t,,,, cuando el crecimiento tumoral es aproximado por
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medio de una discretizacion uniforme del dominio O en elementos triangulares y la funcién

conjunto de nivel ¢, describe la frontera inicial del tumor.

Entrada: ¢, At, t;4x
Salida : py, cp, ¢p en tiempo f,4«

t 0.

Mientras ¢ < f,,, hacer

Calcular «j;, una aproximacion de la curvatura en Qg por medio de la ecuacién 61.

Calcular la concentracion de nutrientes ¢, por medio de la ecuacién 55.

Calcular la presion intracelular pj, por medio de la ecuacién 56.

Calcular V = (v, v2) una aproximacion de la velocidad de crecimiento tumoral en QZ por medio
de la ecuacién 30.

7 Calcular Sy, = (Sh,1,Sh,2) la extension de la velocidad V en el dominio fijo O por medio de la

ecuacion 59.

8 Calcular ¢y, en tiempo t + At por medio de la ecuacién 63.

9 te—t+At

A U AW N =

Figura 8. Algoritmo para la simulacién numérica de la evolucién del crecimiento tumoral
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CAPITULO IV

RESULTADOS NUMERICOS

El algoritmo mostrado en la Figura 8 es implementado con el software FreeFEM++
[31] que permite escribir la formulacién variacional de los problemas que definen la
concentracion de nutrientes, la presion intracelular, la extension de la velocidad y evolucién

de la funcién conjunto de nivel.
4.1. Aproximacion de un problema eliptico en un dominio circular

En primer lugar analizamos la convergencia numérica de la solucioén del problema
test

—Au+u=fenQ u=«endQ (64)

1
que tiene solucidn exacta u,, = F(x2 +y%) cuando Q = {(x,y) : x>+y? < R*}. k(x,y) = —

R
1 5
Yfzﬁ(x +y-—4).

Definimos ¢ = /x% + y2 — R y elegimos como dominio fijo O =] — 8, 8[x] — 8, 8[, el
cual es discretizado de manera uniforme con n = 8(2/) tridngulos en la direccién horizontal

y vertical parai =2,3,4,5

Las medidas del error son las siguientes:

lluen — uex”o,gzh\gg

€2 =
”uex”O,Qh\Qg

|lun — Mex|1,gh\91;

61_11 =
|ttex] 1,9,7\92
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Si asumimos que ||up — uey|| = Cllueyr||h® para algin C > 0, entonces una gréfica
log-log puede ayudar a visualizar un valor aproximado para @ mediante la pendiente de la

recta ajustada a los datos obtenidos, la cual serd indicada en cada gréfica.

En las Figuras 9, 10, 11 se muestra la variacion de €;2 y €1 respecto a h cuando
k =1,k =2y k =3 respectivamente y haciendo variar / = k, k + 1, k + 2. En todos los casos
el orden de convergencia « estimado es k + 1 en la norma de L? y k para la seminorma de
H', es decir:

k+1
llun — uex”o,gh\gl}: ~ Cllutex] O,ngh\Q}:

- k
|y, — uexll,Qh\QI}; ~ Cl”"x'l,Qh\QZ

i 1 107! i
I 7] 1.96 /11.22
L 1072F 4 . |
5 r 1 S |
£ E 711.91 1A |
| 71191 ey ey
103 F —,] =2 | 5 =2
; —-1=3 107 ¢ /=3
1 1 1 | 1 E 1 1 1 | 1 =}

10—0.8 107046 10—044 10—042
h h
Figura 9. Estimacién del orden de convergencia para la solucién del problema mostrado en la

1071

ecuacion 64 considerando uy, € V,El), y ¢y, de tipo P;.
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1008 1006 10-04 10-02 10-1 1098 10-06 10-04 10-02
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Figura 10. Estimacién del orden de convergencia para la solucién de la ecuacién 64 considerando
uy € V}Ez), y ¢y, de tipo P;.
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Figura 11. Estimacion del orden de convergencia para la solucién de la ecuacién 64 considerando
uy € V}(f), y ¢y, de tipo P;.

4.2. Aproximacion de la curvatura para el caso de un tumor con frontera circular

Si consideramos que la curvatura de I', puede aproximarse por la ecuacion 61 entonces
el orden de convergencia estimado es k + 1 en la norma de L? y k para la seminorma de H',

tal como se aprecia en la Figura 12.

10°! F

10-2}

1073}

L2 Error

10741

107> 3 £
E ~11.97 ]
1076 ¢ ‘ ‘ E
1071 10—05

1810

H! Error

1046 ; I I ;
1071 10—05
h
Figura 12. Estimacién del orden de convergencia para la solucién del problema 61 considerando

up € Vék), y ¢p consta de elementos de tipo P;.

49



4.3. Extension de la velocidad definida sobre una interfase circular

Consideremos el problema de interfase circular propuesto en [20]: el dominio fijo es
0 =(-2,2)*\ [—%, %]2 y la funcién conjunto de nivel es ¢(x, y) = Yx2 + y2 — 1 de manera

que la interfase I esta definida por {(x, y) : ¢(x,y) = 0}. Consideramos up : [’ — R tal que
uo(x,y) =1-x>+y

Como la rectas que contienen al origen, con dngulo de inclinacién 6 son normales a la

interfase entonces la extensioén u : O — R debe satisfacer que

u(x,y) = ug(cos,send) = 1 — cos? 6 + sen 6

x2 y

_, Y+ VxZ2+y?

=1

Para estimar el orden de convergencia de la solucién del problema 57 se utilizan 2x> elementos
tipo Py, conn =8 - 2! parai =2,3,4,5y h = 4\/§/n, los resultados se muestran en la Figura
13 considerando k = 1, k = 2, k = 3. Asi el orden de convergencia estimado en la norma L2

esk+1yenlanorma H' es k.
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Figura 13. Estimacién del orden de convergencia para la solucién del problema 64 considerando
up € V}Ek), y ¢p, de tipo P;.

A continuacion se calcula la extension de la velocidad considerando elementos P,
triangulares 4 = 0.176777 y n = 32, sobre un mallado uniforme del dominio fijo O. Como se
observa en la Figura 14 las curvas de nivel de la extension de la velocidad son ortogonales a
la interfase circular, de igual modo en la Figura 15 se muestra como el error u — u, se propaga

a través de las curvas de nivel de la extension de la velocidad.
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Figura 15. Error de la aproximacion de la extension: u — uy, para k = [ = 2 (elementos P,)

4.4. Extension de la velocidad definida sobre una interfase no circular

Consideremos la funcidn conjunto de nivel ¢(x, y) = x+x|y| de modo que la interfase
I" corresponde con la recta vertical x = 0, y tenemos ug : I' — R una funcién que deseamos

extender a una funciénu : Q — Rtalque ' ¢ Qy I' ¢ Q. Para ello aplicamos el método de

curvas caracteristicas:

Ocp(x,y) =1+]|yl,six,y €R
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X, sixeR,y>0

Oyd(x,y) = -x, sixeR,y<0

0, six=0,y=0

luego una curva caracteristica « estd definida por la ecuaciones

X()=1+]y(], y(@)=x

a:{u = cte}

I':{¢=0}

| EREES \ N\ N

Figura 16. Curvas caracteristicas para la extension de la velocidad cuando la interfase coincide con
el eje y.
Si yo > 0 entonces y(¢) > 0, luego

dy _dydx

dy
G dedr Ca ity =X

integrando tenemos que

2y +y*=x>+C

y por la condicién inicial y(0) = yg, x(0) =0

2y+y2:x2+2y0+y(2)

53



de donde
Yo=+/(1+y)? =x2—1
de igual manera para yg < 0

yo=1-1/(1-y)*—x?

y como en la curva caracteristica el valor de u es constante, u(x, y) = u(0, yo) = uo(yo):

up(W/(I1+y)2-x2-1), y>Vli+x2-1
up(l1—+/(1-y)2-x2), y<l-V1+x2

u(x,y) =

Lo cual quiere decir que en la regién donde 1 + |y| < Vi+x2el problema estd mal puesto
y se tendrdn resultados espurios al resolver la ecuacién 59 con € = 0, dicha perdida de
regularidad se observa la Figura 18; sin embargo considerando la Proposicién 2 con € = 1072
garantizamos la existencia de solucion Unica para el problema de extension, aunque ya no se
tendra la propagacion de los valores de la interfase a través de las curvas de nivel tal como se

observa en la Figura 17.
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Figura 17. Curvas de nivel para la extension de la velocidad. Arriba: solucién con € = 0. Abajo:
solucién con € = 1072
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Figura 18. Vista tridimensional de la extension de la velocidad. Arriba: solucién con € = 0. Abajo:
solucién con € = 1072

4.5. Rotacion de un dominio circular definido por una curva de nivel

Consideremos ¢g(x,y) = v/(x — 1)2+y2 — 1 y el campo de velocidades (v{,v;) =

(y,—x), con dominio fijo O = 1-4,4[%. La interfase I'(¢) esta definida por {(x,y) :
¢(x,y,t) = 0} de modo que la ecuacién de evolucion de la funciéon conjunto de nivel

€S

O+ ydx —x¢py =0
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Siguiendo el método de caracteristicas, si x(z), y(¢) es tal que ¢(x(z), y(¢),t) = 0 entonces

() =y@) y@)=-x(1)
por lo tanto se se satisface el siguiente sistema desacoplado de EDO’s

x"(t) +x(r) =0
(65)

y'(1) + y(1) =0

ademas

%(X(t)2 +y(1)%) =20 ()x(1) + Y (1)y (1)) = 0

lo cual indica que las curvas caracteristicas son circunferencias centradas en el origen de
o 22
radio r = /x5 + yg-

Entonces la solucién del sistema de EDO’s (65) es

x(t) =xgcost —ypsent, y(t)=xgsent+ yocost

Al aplicar el método de aproximacién por caracteristicas de Galerkin (63),

considerando 2048 elementos triangulares P, y & = 0.353553 obtenemos la evolucién de

T 3r

la interfase para ¢ = 0, 5.7, 2, 2m, como se muestra en la Figura 19.
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t=0s t=1.5708 s

t=3.1416 s t=4.7124 s

1=6.2832s

-4

-4 2 0 2 4

Figura 19. Evolucién de la interfase circular I'(¢) si I'(0) := {(x, y) : ¢o(x,y) = 0}

4.6. Solucion exacta del crecimiento tumoral con simetria radial

En este caso simulamos la evolucién del crecimiento de un tumor con frontera inicial
circular en etapa de baja vascularizacion y que por lo tanto se acerca a la solucién estacionaria
con radio R, dado por la ecuacién 36. Escogemos los parametros R(t = 0) =4, A = 1/2,
G = 20, de modo que

2.8284 ~ V8 < Ry, < 4

Los valores mostrados en el cuadro 1 son calculados al resolver numéricamente la ecuacién

35 por medio del método de Adams predictor-corrector implementado por la libreria LSODE

58



parte de ODEPACK ! [32].
Tabla 1

Velocidad de crecimiento en la frontera de un tumor con simetria circular de radio R.

t V(1) R(2)

0 -2.7295  4.0000
0.1000 -1.7979 3.7771
0.2000 -1.1957 3.6295
0.3000 -0.8010 3.5310
0.4000 -0.5395 3.4649
0.5000 -0.3648 3.4203
0.6000 -0.2473  3.3900
0.7000 -0.1680 3.3695
0.8000 -0.1142 3.3556
0.9000 -0.0778 3.3461
1.0000 -0.0530 3.3397

En las Figuras 20-21 se muestra el comportamiento del radio del tumor asi como la
velocidad en la frontera, y se observa que se estabilizan alrededor de la solucién estacionaria

asociada a Rw.

Evolucion del tumor

0 ' ' ' e 4
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3 137 §
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o
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257 {34
3 . ‘ . . |53
0 02 0.4 06 058 1

t

Figura 20. Solucién numérica de la ecuacion 35 con los parametros Ry =4, A = 0.5, G = 20.

thttps://computing.llnl.gov/projects/odepack
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Evolucion del tumor
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Figura 21. Solucién numérica de la ecuacién 35 con los pardmetros Rg =2, A = 0.5, G = 20

Enelcasoque A > 1y G > 0 tenemos que

—é i—é<1_AsO = V<0

2 wy 2 2

por lo que R es decreciente, y el tumor tiende a extinguirse como se aprecia en la Figura 22.

Evolucion del tumor
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Figura 22. Solucién numérica de la ecuacién 35 con los pardmetros A = 1.5, G =20
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Figura 23. Solucién numérica de la ecuacién 35 con los pardmetros Rg =4, A = 0.0, G = 20
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Figura 24. Solucién numérica de la ecuacién 35 con los pardmetros Rp =2, A = -0.5, G = 10

4.7. Experimentos numéricos para el crecimiento de un tumor no circular

En las Figuras 25-26 los valores que identifican el régimen de baja vascularidad son

G =20, A = 0.5 y la frontera inicial del tumor estd dada por la curva polar

r=2.1+0.5co0s(26) (66)
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Figura 25. Evolucién de la concentracién de nutrientes al interior del tumor de frontera inicial dada
por la ecuacién 66, A = 0.5, G =20

t=0s t=04s

-40

-6 4 2 0 2 4 6
X

Figura 26. Evolucién de la presion al interior del tumor de frontera inicial dada por la ecuacién 66,
A=05G6G=20

En las Figuras 27-28 los valores que identifican el régimen de alta vascularizacién
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son G = -5, A = 0.8 y la frontera inicial del tumor est4d dada por la curva polar

r=2+0.24cos(20)+0.2sin(26) +0.12 cos(360) + 0.1 sen(30) + 0.08 cos(50) +0.14 sen(60)
(67)

12

0 2 4 6 4 0 2 4 6
X

Figura 27. Evolucién de la concentracion de nutrientes al interior del tumor de frontera inicial dada
por la ecuacién 67, A = 0.8, G = -5
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6.5

Figura 28. Evolucién de la presion al interior del tumor de frontera inicial dada por la ecuacién 67,
A=08,G=-5

En las Figuras 29-30 se observa el decrecimiento de un tumor con régimen de alta
vascularizacién identificado por G = =5, A = 0.2. y la frontera inicial del tumor estd dada

por la curva polar

r=2+0.24cos(260) +0.2sen(260) + 0.12 cos(30) + 0.1 sen(30) (68)
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Figura 29. Evolucién de la concentracion de nutrientes al interior del tumor de frontera inicial dada
por la ecuacién 68, A = 0.2, G = -5
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Figura 30. Evolucién de la presion al interior del tumor de frontera inicial dada por la ecuacién 68,
A=02,G=-5

En las Figuras 31-32 se observa el crecimiento de un tumor con régimen de alta

vascularizacién identificado por G = =5, A = 0.8. y la frontera inicial del tumor estd dada
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por la curva polar mostrada en la ecuacién 68.
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Figura 31. Evolucién de la concentracion de nutrientes al interior del tumor de frontera inicial dada
por la ecuacién 68, A = 0.8, G = -5

t=0s t=05s

6.5

55

228
226
224
222
22

21.8

-6 0 2 4 6
X

Figura 32. Evolucién de la presion al interior del tumor de frontera inicial dada por la ecuacién 68,
A=08,G=-5
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5.1.

CAPITULO V

CONCLUSIONES

Conclusiones

Se ha demostrado la existencia y unicidad de la solucién numérica del problema de la
concentracion de nutrientes al interior de un tumor con frontera determinada por una

funcién conjunto de nivel.

Se ha demostrado la existencia y unicidad de la solucién numérica del problema de la
presion intracelular en un tumor con frontera determinada por una funcién conjunto de

nivel.

Se ha encontrado una extension desde una curva de nivel a un dominio rectangular de

la velocidad de crecimiento tumoral mediante una aproximacion por elementos finitos.

Se ha implementado un algoritmo para la evolucion del crecimiento tumoral por medio

del método de elementos finitos definidos sobre un domino rectangular.

Se ha realizado la simulacién numérica del crecimiento tumoral para diferentes
fronteras y niveles de vascularizacién, y los resultados obtenidos concuerdan con
los comportamientos registrados en la literatura: crecimiento acelerado del tumor,

estabilizacion alrededor de una solucidn estacionario o la extincion del tumor.

5.2. Recomendaciones

Es preciso desarrollar el analisis tedrico del error que valide las experiencias numéricas

presentadas en este trabajo.
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* Es posible resolver la ecuacién de evolucion en una regién muy préxima a la frontera
libre pues solo interesa el comportamiento de una curva de nivel y no es necesario
resolver sobre todo el dominio rectangular, este enfoque se conoce en la literatura

como narrow band level set method.

* Es importante que la funcién conjunto de nivel ¢ conserve la propiedad de distancia
dirigida en una regién proxima a la frontera libre I' mediante algin proceso de

reinicializacion que controle el valor de ||Vg||.

* Esnecesario considerar el proceso de necrosis, es decir si la concentracién de nutrientes
cae por debajo de un umbral dado entonces las células de tumor mueren, esto da lugar

a problemas de Poisson con término fuente.
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